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Forord

Motivationen for denne orientering fra Miljgstyrelsen er at angive
anvisninger pd, hvorledes miljgundersagelser af forurenende indu-
strielle anlzeg gennemfures pa effektiv vis.

Den statistiske dataplanlegning og dataanalyse i sédanne miljo-
studier vil ofte udgere det saglige grundlag for indferelse af milje-
messig og ekonomisk bedre teknologi, herunder ogsd renere teknolo-
gl

Radetvedrorende genanvendelse og mindre forurenende teknolo-
gi har med en bevilling fra »Udviklingsprogrammet for Renere
Teknologi« ensket at tilvejebringe en rapport, der er udformet som
en hindbog i dataplanlegning og -analyse. Rapporten beskriver det
teoretiske grundlag for afgerelsen af, hvorvidt én teknologi kan ka-
rakteriseres som mere fordelagtig end en anden. Videre giver rap-
porten anvisning p3, hvorledes man i praksis griber spergsmalet an
i konkrete undersogelser.

Udover sit primere sigte er det imidlertid ogsd hibet, at den
foreliggende rapport vil kunne fungere som lerebog og opslagsvark
for de mange teknikere, der til daglig arbejder mere generelt med
miljpundersegelser.

Rapportens forfatter er civilingenier Lars Pallesen, Ph. D., som
ienlang arrekke har arbejdet med miljoproblemer i teori og praksis,
herhjemme og i udlandet. Han er tidligere institutbestyrer for Insti-
tuttet for Matematisk Statistik og Operationsanalyse (IMSOR} ved
Danmarks Tekniske Hojskole og arbejder nu i industrien.

Kontoret for Renere Teknologi
Miljastyrelsen






Baggrund og sigte

Data og mformation

Figur 1.1
Produktionsprocessen set i sam-
menhgngen renere teknologi og
genanvendelse.

1. Introduktion

Nerverende rapport er en udredning af dataplanlegning og dataana-
lyse i miljgstudier specielt med henblik pa forurenende industrielle
anlzg.

Den industrielle og samfundsmessige udvikling har betydet, at
erhvervelsen af ngdvendig viden angiende miljgforurening har svart
ved at holde trit med det erkendte behov for beslutninger angiende
vejledninger og indgreb.

Sddanne beslutninger ber i stgrst muligt omfang bygge pd viden,
indsigt og fakta, og i mindst muligt omfang pa fornemmelser, spora-
diske observationer eller usubstantieret frygt.

Der eksisterer siledes et presserende behov for at den lzre-
proces, hvori relevant viden opbygges, effektiviseres mest muligt;
d.v.s. at de observerede eller eksperimentelle data, som ny bedre
indsigt skal udspringe af, ma vere planlagt sd de indeholder mest
mulig relevant information og bliver analyseret si mest muligt af
deres informationsindhold bliver ekstraheret.

Data er ikke information. Data kan indeholde information.
Planlzgningsopgaven er at skonomisere, s man far mest informa-
tion, ikke nedvendigvis fiest data, fra en given undersegelses
dataindsamlende fase.
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Fortolkning

Usikkerhed

Formidling

Produkunonsprocessen

Relauv renhed

Dataanalysen m4 indrettes mod maximering af relevant infor-
mation fra det analyserede daragrundlag. Ikke nedvendigvis en be-
lysning af flest mulige spergsmal, men malrettet klarlegning af den
information, som det er undersegelsens formil at fremskaffe,

Information skal fortolkes, og fortolkninger kan lede til konklu-
sioner og evt. beshutninger. Det er vigtigt at skelne mellem den
analytiske objektivitet og fortolkningens formélsbestemthed. En so-
ber analyse vil hyppigt indebare mulighed for flere fortolkninger,
hvoraf nogle eller alle har plads i den konklusion, hvorfra beslutnin-
ger mi treffes. Dette skyldes, at der normalt vil vare elementer af
tvivl til stede, hidrgrende fra maleusikkerhed, modelapproksimatio-
ner, begrensninger i datamaterialets omfang, begrensede generalise-
ringsmuligheder m.v. En dataanalyse kan siledes ikke blot f.eks,
indeholde effekt- eller belastningsestimater, men m4 ogs pi passen-
de vis angive den usikkerhed, hvormed estimaterne er behzftede.

Erhvervelsen af viden i en undersggelse vil sjzldent have til
primert formdl at oplyse og uddanne undersggelsens ophavsmend.
Undersggelsens dokumentation md vere af en sidan art, at dens
informationsindhold formidles. Rapporter over undersggelser ma
sdledes vare eksplicitte i informationsprasentationen, d.v.s. dragne
konklusioner klart mi refereres til rapportens informationsindhold,
og der md redeggres for usikkerhedsmomenter i kvantitativ form, nir
det er muligt.

Det er nzrverende projekts formil, at udrede disse spgrgsmal og
give normative anvisninger pd hvorledes de beskrevne elementer kan
og bar indg i rapporter over miljgundersggelser, specielt med hen-
blik pi forurenende industrielle anlag.

En fabrikationsproces kan opfattes som et system, der af rivarer
fremstiller produkter med positiv veerdi, nemlig salgsprodukterne.
Desuden fremstilles restprodukter med realiserbar vardi, samt pro-
dukter med negativ verdi, nemlig affaldsprodukter. De sidste er
undertiden blevet opfattet som restprodukter uden realiserbar vaerdi,
d.v.s. med vardien nul. I det omfang de er forurenende d.v.s.
forvolder skade og/eller kraver modforanstaltninger bliver deres
reelle vardi negativ i en total gkonomisk vurdering.

Set i sammenhgngen renere teknologi og genanvendelse, kan
produktstremme afbildes som vist i figur 1.1, der stammer fra
Miljastyrelsen (1986). Ved justeringer (optimeting) og ®ndringer
i produktionsprocessen og/eller indferelse af helt ny produktions-
teknologi, herunder ny type rivare eller ligefrem et substituerende
produkt, kan de negative produkters mangde og skadelighed pavirkes
i gunstig retning. Ved indferelse af renere teknologi krzever den
relative karakter of ordet »renere« en nejere kiassifikation: renere
end alle andre teknologier, renere end eksisterende teknologi, eller
blot renere end nogen som helst teknologi. Tales der om renere end
betragtede alternativer, ma det klargares hvor deekkende disse er for
det nuvzrende teknisk-ekonomiske stade.

{nskelige forbedringer er imidlertid typisk ledsaget af betydelige
omkostninger: nyinvesteringer, efteruddannelse af medarbejdere,
produktionstab under omstilling m.v., samt en vis usikkerhed anga-
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Noglebegreber

ende &ndringernes effekt, savel hvad angir de forureningsmassige,
som de gkonomiske aspekter.

Af hensyn til bide milje og produktivitet mi en fornuftbetonet
omleegning bygge pi information, som realistisk belyser de pitenkte
@ndringers effekt og ogsa specificerer usikkerheden ved effektest:-
mationen.

En sidan information kan ogsd opfattes som en produktstrgm fra
fabrikationsprocessen. Procesovervigning og -optimering bgr nor-
malt vere en permanent delaktivitet af produktionsprocessen (se
f.eks, Box & Draper, 1969). Effekten af mulige stgrre cller mindre
zndringer 1 processen kan bedst vurderes ud fra eksperimenter
hermed. Undertiden kan laboratorieforsgg fungere som substitut for
den egentlige proces af gkonomiske, sikkerhedsmassige og andre
grunde.

Information er ikke gratis, og prisen afheenger ikke kun af data-
mangden, men ogsé af planlegningen og analysen af det dataszt,
som informationen ekstraheres fra. For at uddrage mest informa-
tion af data m4 analysen normalt foretages ved statistiske metoder.
Endnu vigtigere er det dog, at planlegningen ogsi foregér ud fra
statistiske principper, Dette skyldes ikke blot, at et velplanlagt
forseg oftest er enkelt at analysere og leder til klare konklusioner,
medens en uheldig eller manglende plan kan give datasst, der
kraever stor ekspertise at analysere under anvendelse af komplice-
rede og tidskraevende metoder. Den vigtigste grund til at planlag-
ningen er si afgerende, ligger i det faktum, at selv den mest
avancerede statistiske teknik aldrig kan uddrage mere information,
end der er til stede 1 det aktuelle dataset. Brug af en avanceret
analyse, er ingen garanti for at man nar frem til sikre, entydige
konklusioner. Derimod er det i hej grad 1 planlegningsfasen at
informationsindholdet af data fastlagges. Det gelder nemlig slet
ikke at informationsindholdet er proportionalt med antallet af mé-
linger. F.eks. kan to lige store, men forskelligt planlagte forsegs-
serier give effektestimatorerne pracisioner, der ligger sterrelsesor-
dener fra hinanden.

Det skal ikke benzgtes at mange problemstillinger bedst belyses
ved forspg, hvis planlegning og analyse kraever aktiv bistand af en
statistiker. Imidlertid ma det bedste ikke std ivejen for det gode, og
mange problemstillinger kan belyses fuldt tilfredsstillende med enkle
forspgsplaner og dertil hgrende simple analyser. Naerverende udred-
ning giver anvisninger herpd.

Det er et vaesentligt bidrag fra en given undersggelses medarbej-
der(e) at forstd den foreliggende problemstilling s godt, at man
bliver i stand til hensigtsmassigt at udnytte de ideer og simple
analyseteknikker, som vil blive gennemgaet. Kapitel 2 er tznkt som
en hjeelp hertil. I dette kapitel fremlegges visse generelle synspunk-
ter og principper. Det velplanlagte forsgg vil ofte producere data, der
er egnede til grafisk representation; d.v.s. at en ikke-misledende
kvalitativ analyse kan — og bgr — foretages ved hjelp af egnede plot.
Kapitel 3 handler herom.

Kapitel 4 indeholder en diskussion og fortolkning af neglebegre-
ber, som hyppigt optrader i kvantitativ statistisk analyse og argu-
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mentation. Udgangspunktet er en forklaring p4 den rolle som
statistisk inferens spiller i dataanalysen. Herefter folger en nojere
gennemgang af inferensens hovedelementer, statistisk estimation
og test, og deres forbindelse til antalsplanlegningen af en under-
segelses milinger.

I kapitel 5 gennemgis beregningsgangen for seks vigtige typeek-
sempler pid kvantitativ statistisk analyse, herunder det centrale
spgrgsmil om, hvorledes antallet af malinger fastlagges i en konkret
undersagelse. Kapitlet afsluttes med en summarisk omtale af visse
generaliseringer, med henvisning til egnet litteratur. Kapitel 6 inde-
holder rapportens konklusion, som er et resumé og en afgrensning af
rapportens indhold.

Hvor der i rapporten er benyttet taleksempler, er disse kunstigt
konstruerede og udelukkende benyttet til at demonstrere mekanik-
ken i afbildninger og udregninger. Dette tillader en kortere form, end
hvor egentlige eksempler gennemregnes, og hvor datas oprindelse
mi inddrages; — da det i virkeligheden er meningslgst at planlzegge og
analysere data uden forstielse af den reelle verden bag data. Desuden
gives der 1 de enkelte afsnit henvisninger til speciallitteraturen.

Lidt uden for rapportens hovedlinie ligger Appendix A som
indeholder et diskuteret forslag ul disposition af en rapport over en
teknisk undersegelse. Endelig indeholder Appendix B en alfabetisk
ordnet liste af forklaringer pa begreber, ord og faguduryk, der har
speciel betydning i dataplanlegning og -analyse.

Statistisk fors@gsplanlegning og analyse er et stort emne, hvis
beherskelse kraever sivel teoretisk indlering som praktisk erfaring,
hvilket netop udger den professionelle statistikers uddannelse. Nar-
veerende udredning kan opfattes som en slags statisusk farstehjzlp.

En lzgelig ferstehjelpsbog erstatter ikke behovet for at spge
lzgelig hjelp ved sygdom eller ulykke. Pi den anden side gir man
selviglgelig ikke til lzge, blot man har fiet en hudafskrabning eller en
slem forkgalelse. Det er de statistiske paralleller til den slags hyppigt
forckommende, enkle men serdeles merkbare problemer som ud-
redningen handler om. Sund levevis har her sin parallel i god forsegs-
planleegning. Det vel gennemferte eksperimentelle arbejde kan i
mange tilfzelde forebygge behovet for senere at skulle have srepare-
ret« analysen, hvad der ikke altid kan lade sig gare.

Nazrverende udredning overflgdigger med andre ord ikke beho-
vet for statistisk konsultation hverken i planfegnings- eller analysefa-
sen, men den skulle klarggre, hvornér egentlig hjzlp er pikravet, og
hvornir man kan klare sig uden. Det vigtigste budskab er imidlertid,
at en unders@gelses sundhed under alle omstzndigheder bevidst ska}
plejes.
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2. Statistisk analyse, model og data

En vis forstéelse for statistisk tankegang og metode er ngdvendig for
alle ingenigrer og andre, der serigst beskaftiger sig med procesfor-
bedringer i miljgmassige sivel som andre henseender. Grunden
hertl fremgar af fglgende korte fem-trins argument {jf. Hunter,
1981):

1) Det er urimeligt at forestille sig, at en aktuel produktion pa alle
mider foregir si ideelt, at forbedringer i form af procesoptime-
ring, produktudvikling og/eller teknologifornyelse pa forhind
kan udelukkes.

2) Forbedringer krever nedvendigvis @ndringer, ellers bevares
selvsagt status quo.

3) Rationelle ®ndringer kan ikke foregi alene pi grundlag af for-
nemmelser, strgtanker, eller fordomme, men mi bygge pa fak1a,
d.v.s. data.

4) For at undgi spild, mi fremskaffelse og fortolkning af data
foretages sa effektivt som muligt.

5) Statistisk tankegang og metode handler netop om det i punkt 4)
kravede.

2.1. Den empiriske l®reproces

Indsigt og viden, der er baseret pi fakta, stammer — direkte eller
indirekte - fra observerede dara. Nér viden ud over den eksisterende
¢nskes erhvervet, mi den empiriske lereproces fortszttes, d.v.s. at
nye data mi indsamles og deres informationsindhold ekstraheres.
Det gelder om, at lereprocessen forleber s effektivt som muligt, sd
erhvervelsen af ny viden foregar hurtigt og skonomisk. Hertil kan
statistisk tankegang yde et stort bidrag. Nir et datasat skal fortolkes,
er det en stor hjelp, hvis de vesentlige aspekter ved data kan
udnyttes gennem en model.

Har man for eksempel foretaget en lang rekke miling Y, i =
1,2,-,n af en bestemt miljgvariabel og fundet en vis usystematisk
variation omkring et niveau, kan man som model forestille sig, at Y,
er normalfordelt omkring en middelverdi, p, med variansen, o?.
Dette skrives

Y, € N(p,0%), 2.1
eller alternativt

Y =+, 2.2)
hvor den statistiske fejl eller stgj, e;, er normalfordelt

e, € N(O, o?). (2.3)

11
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Det kan ogsd tenkes, at p, der er Y,'s forventningsvard:, p specifi-
ceret mide afhenger af omstendigheden, X, som man kender.
D.v.s,

Y. =n +e, 2.4)
hvor
p, = f(X). (2.5

f(X,) siges at veere den deterministiske model, eller blot modellen.
Modelsammenhzngen mellem X og Y kan vare specificeret i form,
men med en ukendt modelkonstant @, f.eks. en proportionalitets-
konstant:

w = f(X) = 0X; (2.6)

Sidanne ukendte konstanter kaldes i statistisk sprogbrug modelpara-
metre, eller blot parametre. Mere generelt kan y, athange af flere
omstendigheder X;; j = 1,'--,m, og/eller flere parametre ©,, k=
1L,2,-,p. D.vs.

Yi = f(Xi,pX;)z:"':Xi,mB 0,0, 00 +¢ = f(x,:@) + e, (2.7)
hvor bglgelinien angiver en vekior. Y, bestér sdledes af en systematisk
eller deterministisk del £X,,09), og en tilfzldig eller stokastisk del,
€.

Ved kenstruktion af modellen f, gzlder det om, at mindst muligt
af Y, kommer til at optrzzde som tilfzldig stgj, medens mest muligt af
Y, indgér i den systematiske model, som kan forklares, forstds og
benytres til forudsigelser. Muligheden for at justere de ukendte pa-
rametervaerdier O, udnyttes derfor til at fi modellen f(X, ,Q) til at
stemme si godt som muligt overens med observationerne, Y,, i =
1,2,--- n. De vaerdier for @, der skaber denne bedste overensstern-
melse, kaldes estimaterne eller de estimerede parametre, og betegnes
©. I den tilpassende eller fittede model indszttes © pid @’s plads,
hvorved modellen kan prediktere Y-verdier for givne omstendighe-
der X . For omstendighederne X, i = 1,---,n svarende til de obser-
verede Y,-veerdier, kaldes disse predikterede, fittede eller tilpassede
vardier:

Y. =fX,® , i=12,n. (2.8)

Forskellen mellem disse model-vardier ¥, og de faktiske observere-
de vardier Y,, kaldes residualerne,

A

=Y, -Y ,i=12,n. 2.9)

1 L

Residualerne er den del af Y -erne, som modellen er ude af stand til at



Figur 2.1.
Den statistiske model som filter
af information fra stej.

Filter

Tterano analyse

Figur 2.2.
Den iterative karakter af statis-
tisk dataanalyse

forklare, og det ses, at r-erne estimerer de statistiske stgjbidrag 1
(2.7

K>

& = Yi - f(&:

1

Y=, (2.10)
Hvis den betragtrede model f giver en god reprasentation af den
datagenererende proces, og man ved estimation af parametrene @
sgrger for, at modellen kommer i bedst mulig overensstemmelse med
de observerede data Y, si skulle residualerne r som stgjestimater
ikke indeholde information.

data, Y MODEL. fX, ) residualer ¢
4,0 -

modelparametre, ©

I denne formulering kan ekstraktion af information fra et dataszt
Y illustreres af figur 2.1. Den betragtede model f virker som et filter,
der separerer information fra stgj. Parameterestimationen repraesen-
terer den erhvervede information, som fortolkes i lyset af modellen f.

Viser en analyse af residualerne, at der stadig er noget at lere fra
disse, er dette et tegn pd, at modelformen f kan forbedres. Analysen
af residualerne optrader siledes som en modelkontrol. Indses det, at
en oprindeligt foresldet model er forkert eller utilstrekkelig, kan heri
ligge ny indsigt. Nu md en ny model formuleres, dens parametre
estimeres, og dens tilpasning checkes. Det kan si udlgse en ny
iteration, som illustreret i figur 2.2, indtil konvergens er opndet
omkring en rimeligt beskrivende model.

Modelkontrol modelformulering,
residualcheck identifikation

parameterestimation,
modeltitpasning

13



Tterativ modelbygning

Figur 2.3

Iterativt undersegclsesforlab
vekslende mellem analyse og
forseg.

Datagrundlag

Figur 2.4.
Typer af undersagelser
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Aten model er databeskrivende betyder ikke at den ngdvendigvis
er korrekt 1 betydningen sand, blot at den beskriver det aktuelle
datas®t pd en made, der ikke afslgrer mangler. At den er beskrivende
behever heller ikke at betyde, at den er tilstrzkkeligt god for en
bestemt anvendelse, ofte benzvnt adekvat. Det tl ridighed stiende
datasezt kan nemlig vere af en sddan beskaffenhed, at en tilstrekke-
ligt omfattende og precis model ikke lader sig opstille og estimere. I
sd fald ma yderligere data insamles. Ud fra den herskende viden,
d.v.s, den aktuelt fittede model, kan nye forsag planlegges, der
bedst belyser og forbedrer modellens svage punkter. Disse nye data
indgér herefter i en fornyet statistisk analyse, der kan afslore behov
for yderligere data o.s.v. Figur 2.3 illustrerer denne ydre iteration,
som fortsaetter indtil situationen er tilstreekkeligt oplyst, inden for
gxldende tids- og budgetsmeassige begrensninger.
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2.2 Datakvalitet og -kvantitet

Undersggelser, pitenkte eller udfgrte, kan bygge pi et datagrundlag
af forskelligt omfang og kilde. En klassifikation, som den der er vist i
figur 2.4, kan medvirke til at klarggre en undersggelses rette indpla-
cering i en mere global videnopbygning.
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Der er ingen af de seks kategorier af undersegelser, der a priori
er bedre end andre. Inden for hver kategori er der mulighed for
undersegelser af sterre eller mindre valer, fagkundskab og data-
kvalitet. Hvis imidlertid opsatning og ordvalg i rapporteringen ikke
reflekrerer datagrundlaget, kan der affede misforstdelser, frustra-
tioner og/eller fejlbeslutning hos laeseren, - det vaere sig en rekvirent,
klient eller anden type bruger.

En teknisk rapport ber i princippet ikke »swelge« leseren et
budskab, en beslutning, eller en snzver konklusion, men praesen-
tere undersegelsens resultater i en neutral og forstielig form.
Leseren kan s selv uddrage sit budskab eller treffe sin beslutning,
maske under indtryk af argumentation fra anden kilde eller af helt
andre hensyn. De seks kategorier skal kort karakteriseres:

{a) BEn undersogelse kan godt gennemfores uden at bygge pa data
overhovedet. Den kan vere en papegelse af en potentiel forure-
ningskilde, en idé til lesning af et miljeproblem, en bekymring
for en teknologisk udvikling belyst ved parallelle eksempler pa
forurening eller ulykker inden for beslzgtet omrade, eller andet.
En siddan type undersegelse kan karakteriseres som et idéopleg,
et debatpapir eller lignende. Da det ikke uden data er muligt at
drage statistisk valide konklusioner, mé sprogbrug, der antyder
en statistisk stette, undgds, og den spekulative karakter af
undersogelsen bor ikke skjules.

(b) En anden helt acceptabel type undersogelse, der heller ikke byg-
ger pa data, er sammenfatning og systematisering af andres
tidligere type (a) undersegelser; idéudredning kan man kalde
den. Tydelig angivelse af referencer er nadvendige, ikke blot af
hzederlighedshensyn over for forfatterne, men s laseren fir
klarhed over forbindelsen mellem rapportens og referencernes
konklusioner. Igen mda konklusionernes spekulative karakter

fremgd af ordvalget, uagtet referencernes antal og notabilitet.
{c) En undersogelse byggende pa et mindre, nyt materiale kan ka-

rakteriseres som et pilotprojekt, og data bar gengives fuldt ud 1
rapporten. Jf. figur 2.3, og de ledsagende bema&rkninger, kan det
veere mest fordelagtigt at gennemfore et mindre projekr for et
evt. senere sterre, som herved kan planlzgges bedre. En tilsyne-
ladende nedsliende konklusion om manglende tiltro til nytten af
yderligere undersegelser, kan vare overordentlig vaerdifuld.
Den tilsyneladende spildte pilotundersegelse, kan have sparet
denlangt sterre undersegelses flasko. Derer heller intet galt eller
overraskende i, at undersogelser af denne type ikke kan konklu-
dere entydigt; og en evt. inkonklusivitet mé ikke skjules verbalt.
{d) En undersggelse uden egne nye data, men byggende pd andres
sparsomme, spredie data, kan enten have karakter af en sammen-
fletning og bearbejdelse af tidligere konklusioner; eller der kan
vere tale om en ny analyse af andres data, evt. fra flere kilder.
Igen mé rapporten redeggre for, om der er tale om det ene eller det
andet; eller, hvis begge dele udfgres, klart separere de to typer
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indsats. Unders¢gelsen kan karakteriseres som motiverende for
yderligere underspgelser.

(e) En undersggelse med en si tilstreekkelig datamzngde, at den kan
besvare de stillede spgrgsmal tilfredsstillende, méa gare dette pa
en statistisk sund méde. Data bar generelt gengives i rapporten
eller 1 appendix. Man kan her tale om en egentlig underspgelse
eller udredning eller om et egentligt projekt.

(f) Nir en problemstilling er velbelyst, specielt fra flere sider, kan
det veere af interesse at foretage en udredning, der samler og/eller
bearbejder resultaterne; eller, ndr det er berettiget, foretager
statistisk reanalyse af datasat fra evt. flere kilder. T rapporterin-
gen md der klart sondres mellem hvilke konklusioner, der er
gengivelser fra referencerne, og hvilke der er nye, udsprunget af
bearbejdelsen.

Der er tydeligvis tale om enfremskridende rekkefglge i disse under-
sggelsestyper: (a)-er kan danne grundlag for (b), (b) for (¢), (c) for
(d), (d) for {e), og (e) for (f). Men vejen (a) over (c) ul (¢) kan ogsi
vare naturlig, og andre muligheder eksisterer. De navnte seks kate-
gorier er meget skematisk opdelte, og det kan veere berettiget at
gennemfgre undersggelser, der i henseende til datamengde (figurens
lodrette retning) ligger mellem kategorierne eller ud over »tilstraek-
kelige. Derimod ma det generelt frarides at rapportere undersagelser,
der blander egne og andres data (figurens vandrette retning). Egne,
nye resultater bgr rapporteres separat, en evt. pifalgende rapport af
typen (d) eller (f) kan samle resultaterne.

Hvor alle seks kategorier i figur 2.4 potentielt kan rumme under-
sggelser af hgi kvalitet, er der tale om kvalitetsforskelle mellem de
fire kategorier i figur 2.5. De fire kategorier fremkommer som
kombinationerne af aktiv vs. passiv, og systematisk vs. tilfeeldig
dataindsamling.

Aktiv dataindsamling indebarer at forsggsomstendighederne,
X., i=1,--,n, er manipuleret pa systematisk vis. Et tilfzldigt szt
forsggsomstendigheder er altid kritisabelt; hvor tilfzeldigt betyder pa
slump, efter bekvemmelig eller anden subjektiv indskydelse. En
sddan plan kan fgre til misledende statistiske konklusioner, og selv
hvor det ikke sker, vil et element af tvivl altid std tlbage. En
systematisk manipulering af forsggsomsizndighederne betyder her
et statistisk planlagt forsgg, herunder ogsd brug af randomisering.

data ulfeldig svstematisk
akuy kritisabelt staristisk
forseg forsegsplan
passiv kriusabel moniterings-
dataindsamling plan




Passiv dataindsamling
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Randomisering er en objektiv tilfzldighed, som fastlegges pa for-
hand, og ikke ®ndres under forsegets gennemferelse, uagtet f.eks.
hvor ubekvem den matte vise sig. Randomiseringen drejer sig nor-
malt om rekkefglgen af de forspg, som planen indebarer, men kan
f.cks. ogsi omhandle allokering af laboranter til de forskellige prg-
ver, og andre sagen uvedkommende faktorer. Uden randomisering
kan disse ellers pivirke undersggelsens resultater systematisk. Ran-
domisering af rekkefglge/allokering kan praktisk udfgres f.eks. ved
ment- eller terningkast, ved brug af tabeller over tilfzeldige tal (se
f.eks. Beyer, 1968} eller ved computerrandomisering.

Passiv dataindsamling betyder, at den studerede proces blot ob-
serveres uden pavirkning, og milinger indsamles som en monitering
af et forlgb. Dette kan enten ske pd tilfzldig vis, hvilket som fgr altid
er kritisabelt; eller pd en systematisk vis, f.eks. pd forud fastsatte
tidspunkter. Disse tidspunkter kan vare fastsat med regelmassige
intervaller eller pi randomiserede tidspunkter. Denne form for syste-
matisk tilfeldighed er — som far — pé forhind fastlagt objektivt ved en
passende sandsynlighedsfordeling og endres ikke subjektivt un-
dervejs p.g.a. bekvermmmelighed eller andet.

Kun systematiske planer er acceptable, de aktive er egentlige
statistiske forsggsplaner, de passive bgr snarere opfattes som monite-
ringsplaner. Hvor det overhovedet lader sig gore, vil aktive planer
normalt vaere sterkt at foretrekke for passive, ndr sigtet med under-
sggelserne er innovativt og ikke blot deskriptivt.

Konklusioner fra en undersegelse hvor dataindsamlingen er
foretaget passivt, om end systematisk, vil kun kunne forventes
gyldige for en fortsat passiv fremtid. De fundne niveauer, vari-
ationer, sammenhange m.v. er kompakte beskrivelser af data-
materialet. Men drsagssammenhazngen to variable imellem, kan der
f.eks. intet sikkert siges om: Miske den ene pavirker denanden, eller
den anden pivirker den ene, eller maske de i virkeligheden blot
samvarierer pi grund af pavirkning fra en fzlles tredje variabel.
Faglig indsigt kan i nogle situationer gere en bestemt arsagssam-
menhaeng plausibel. Kausalitet kan imidlertid kun demonstreres
med statistisk sikkerhed af en dataanalyse baseret péd planlagte
forseg med aktiv indgriben i den betragtede proces.

Denne konstatering understreger, at en undersggelses fremadret-
tede verdi afthenger af, hvordan data er indsamlet, et forhold der
ikke altid fremgar af datamaterialet selv, men ma oplyses eksplicit og
afspejles i formulering af bl.a. konklusioner.

2.3 Reprzsentativitet af undersggelser

Bemarkningerne om aktiv vs. passiv dataopsamling er en del af en
stgrre problematik angiende repraesentativiteten af en undersggelse.

Som hovedregel gzelder det, at en undersggelses resultater kun er
gyldige under tilsvarende omstzndigheder som disse, hvorunder den
er udfgrt. Til en generalisering herudover knytter sig en usikkerhed,
som afhengig af dataplanlzgningen kan vaere af ukendt systematisk
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karakter, eller af usystematisk stokastisk karakter. En systematisk
usikkerhed kan undertiden vurderes subjektivt, med stgrre eller
mindre held bl.a. afhengigt af den vurderendes sagkyndighed. En
ikke-systematisk eller stokastisk usikkerhed kan derimod estimeres
statistisk objektivt. En undersggelses resultater kan veere beheftet
med usikkerhed af begge typer, sdledes at man ved generalisering i
forskellige retninger oplever forskellige typer generaliseringsusikker-
hed. Denne skelnen kan konkretiseres ved et realistisk, t&nkt eksem-
pel.

Vi forestiller os den situation, at en kendt produktionsproces
giver anledning til luftforurening med et bestemt spildstof, som
dannes ved en sidereaktion under syntesen af salgsproduktet. Man
gnsker at undersgge om brug af en alternativ katalysator vil formind-
ske dannelsen af forureningen, og har nu valget mellem at foretage
forsaget under kontrollerede laboratorieomstendigheder eller pé
detarbejdende anleg. I produktionsprocessen er variationen i udbyt-
te og forurening relativt stor p.g.a. variationer i rimaterialer, aflejrin-
ger i reaktor, temperaturvariation, m.v. Udfgres undersggelsen i
laboratoriet, kan disse variationskilder nasten helt elimineres, og
man kan derfor fra ret fa mélinger med stor pracision afggre effekten
af karalysatorskift. Men hvorvidt et sidant resultat kan overfgres til
industriel praksis, belyses derimod ikke af denne undersggelse. Re-
sultatet gelder for katalysatorskift under de givne laboratorieom-
stezndigheder. Det kan tznkes, at der i ristofferne til fuldskalapro-
cessen findes en urenhed som forgifter den 1 laboratoriet foretrukne
karalysator, s dens gunstige virkning formindskes eller udebliver.
Der kan med andre ord eksistere en forskel mellem anvendelse i
laboratorium og industri. Denne forskels eksistens eller stgrrelse kan
ikke belyses statistisk fra data, men mé skennes mere eller mindre
subjektivt af sagkyndige. Der er grelle eksempler pi, at denne type
skgn har vaeret helt forkerte, men ofte gir det ogsd godt. Under alle
omstendigheder er og bliver underspgelsens reprasentativitet stati-
stisk ubelyst.

Hvis man modsat foretager malinger med de alternative katalysa-
torer i fuldskalaanlegget, vil ikke blot omkostningerne for miling
normalt vare langt hejere, men variationen, sigjen, vil ogsd veare
langt stgrre. D.v.s. at undersagelsens konklusioner kommer til at
fremstd med en meget ringere prazcision. Dette forhold kan overfla-
disk set opmuntre til laboratorieforseg fremfor fuldskalaforseg;
men hvor omkostningsargumentet kan vare tungtvejene er praeci-
sionsargumentet ret beset forkert: Den storre pracision er opndet
pé bekostning af en systematisk fejl af ukendrt sterrelse. Denne fejl
er i fuldskalamalinger konverteret til en stokastisk fejl, som kan
behandles statistisk.

Er der tale om ikke ét, men mange procesanleg, er det tilsvarende
risikabelt at bygge en anbefaling om katalysatorskift pa malinger fra
ét anleg. Den estimerede effekt geelder ikke med sikkerhed for andre
anlzg, hvor lokale forhold kan spille ind. Ved generalisering fra et
anlzeg til et andet, eller til flere andre, kan der igen forekomme
systematiske fejl af ukendt stgrrelse. Man kan méske subjektivt
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skgnne deres stgrrelse, eller deres manglende realitet — bekvemt,
men tisikabelt. Den statistisk sunde lgsning er imidlertid at foretage
mélinger pa flere anleg.

Skal et mindre antal anlzg vare reprasentative for alle anleg, ma
udvzlgelsen ske randomiseret, d.v.s. ved tilfzldig, blind udtrek-
ning. Kun herved vil den estimerede variation mellem anleg vare
repraesentativ for alle anleg. Foretages et egentligt valg af anleg,
f.eks. af bekvemmelighedshensyn eller for at fA forskellige typer
reprasenteret, kommer undersggelsen igen til kun at repraesentere
netop disse anlzg. Anlegsforskellene kan vare oplysende, men mé
statistisk set regnes som sakaldte »fixed effects«, d.v.s. faste determi-
nistiske forskelle. Og variationen til gvrige, ikke malte anleg forbli-
ver ukendt. Ved randomisering, pd den anden side, har alle forskelle
samme chance for at komme til at indgi i estimationen af variationen
mellem anleg, hvorfor disse forskelle er konverteret til statistisk
analyserbar stokastisk variation. Statistisk set regties variation meliem
anleg nu som en sikaldt »random effect«.

Man kan undertiden med fordel lzgge begrensninger i randomi-
seringen, f.eks. hvis der eksisterer to klart forskellige anlegstyper.
Her kan man beslutte, at hver gruppe skal reprasenteres med et i
forvejen fastsat antal anlzg, som sé specificeres individuelt ved ran-
domisering. Sidanne planer kraever imidlertid stgrre statistisk ind-
sigt at planlegge og analysere.

Betragtninger af ovennavnte type har naturligvis gyldighed ud
over det skitserede eksempel. Der kan vere tale om andre typer
produktionszndringer eller teknologiskift; og foruden variation mel-
lem anlzg, kan man tenke pé variation over tid (for samme anizg),
variation mellem prgvetagningsudstyr, hvis flere muligheder kunne
teenkes anvendt, variation mellem analyserende laboratorium m.v.

Ved fortolkning af statistiske modeller benyttes ofte og med rette
vendingen, »alt andet lige«, nir effekten af en variabelendring be-
skrives. Det betyder imidlertid ikke, at det er god eksperimentel
fremgangsmide, kun at ndre én pévirkende variabel ad gangen og
se dens effekt for sig, for man overvejer andre. Er man f.eks. bade
interesseret i anlegsforskelle, prgveudtagningsforskelle og tidsvaria-
tion, er det mest effektivt at planlegge et samlet forspg, hvor alle
disse faktorer indgir, fremfor at belyse dem separat. Igen bliver der
let tale om forsgg, hvor planlegning og analyse krzver stgrre stau-
stsk kyndighed.

Det skal understreges, at inddragelsen af flere meget forskellig-
artede anleg i et mileprogram ikke ngdvendigvis gger det totale antal
krzzvede milinger for at estimere en (katalysator-)effekt med given
nejagtighed. Effekten estimeres for hvert anlzg som forskellen mel-
lem forureningen ved de to kartalysatorer, og ngjagtigheden af disse
anlegsdifferenser er ikke pavirket af eventuelle forskelle i generelt
niveau mellem anlzggene. Et gennemsnit af differenser bliver sile-
des lige si ngjagtigt bestemt, som hvis det samme antal milinger
havde veret udfgre p ét anleg. Men nu ved man, at differensestima-
tet er representativt. Kun hvis differenserne virkelig er forskellige
fra anlzg til anlzg, kan precisionen pavirkes, men i sa tilfzlde ville

19



Blokke

Biokforskelle

»Lurking variabel«

Substiturmadl

Afkobling

20

mélinger pa ét anleg netop ikke vare representative, og variationen i
effekt bliver nu af serlig interesse.

P4 samme méide vil effektestimater, der skal reprasentere et
leengere tidsrum ikke npdvendigvis krave flere milinger for at opnd
en given pracision, selvom der mitte indtrade store variationer hen
over tiden. Man skal igen sgrge for, at milinger p de alternative
katalysatorer foretages i par eller grupper, sikaldte blokke, under
mere homogene omstzndigheder, end der kan opretholdes blokkene
imellem. D.v.s. at man over den lengere tidsperiode foretager min-
dre méleserier, inden for hvilke malebetingelserne er nogenlunde
ens, medens forskelle mileserierne imellem ma betragtes som for-
delagtige i relation il undersegelsens reprasentativitet.

Inden for hver méleserie eller blok foretages mélinger med begge
katalysatorer i randomiseret orden, og en effektdifferens udregnes.
Disse differenser er upavirkede af niveauforskelle mellem blokkene
og giver ved gennemsnitsdannelse anledning til samme statistiske
pracision, som hvis ingen blokforskelle fandtes, Dette kunne faktisk
ske, hvis der ingen tidsvariation fandtes, eller hvis undersggelsen var
gennemfort pd mindre repraesentativ mide, hvad angik tidsaspek-
tet.

Meningen med reprasentativitet i relation til aktiv vs. passiv
dataindsamling kan konkretiseres ved et andet tzenkt eksempel. Har
man f.eks. fundet en statistisk model for luftforureningen fra en
produktionsproces, og modellen udsiger at forureningen er sarlig
kraftig, nir indetemperaturen i fabrikken er hgj (ca. 25°C) og mindre
nér den er lav (ca. 20°C), sd kunne man overveje at installere kgling i
fabrikken. Forestiller vi s, at produktionsprocessen er varmeudvik-
lende, at fabrikshalien i @vrigt er uopvarmet, og at data er passivt
opsamlede, kan den hgjere temperatur og den hgjere forurening
begge skyldes en stgrre produktion, si keling altsd ingen effekt ville
have, uagtet at modellen viste en klar sammenhzng. Det er den
ubevidste udeladelse i modellen af den virkeligt pivirkende variabel,
der giver anledning til den kraftige tilsyneladende sammenhzng. En
sadan overset, influerende variabel kaldes undertiden en »lurking
variabel«.

Modellen byggende pi passivt opsamlede data, kan altsd ikke
uden videre forventes at bevare gyldighed til konsekvensprediktion
af aktive indgreb. Dens reprasentativitet er indskranket til et fortsat
passivt forlgb. Her kunne den f.eks. anvendes til udnyttelse af
temperaturmalinger, som substitutmail for den skabte luftforure-
ning.

Dnsker man en model til aktiv brug, m3 den baseres pd aktivt
indsamlede data. Her vil man i planl®gningen sgrge for, at tempera-
tur og produktivitet ikke er koblet, men bliver varieret uathzngigt af
hinanden ved temporar opstilling af varme/kgleanlzg, Kun hvis
man pi forhind vidste, at temperaturen ingen effekt kunne have,
ville dette besveerlige eksperimentelle arrangement kunne udelades.
Og i konsekvens heraf métte temperaturvariablen si heller ikke
optrade 1 modellen.

Med andre ord: hvis man vil bestemme den kausale effekt af en
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variabel X pé en miljgvariabel Y , s8 ma man aktivt variere X efter en
egnet plan og ikke sl4 sig til tils med, at X selv uden aktiv manipula-
tion alligevel varierer. Variationsomradet for X skal vazlges si tilpas
stort, at man ved brug af en resulterende model hvori X indgir, ikke
ungdigt tvinges til en ekstrapolation. Her bliver reprasentativiteten
igen mere tvivlsom end ved interpolation. X ber altsd som hovedregel
varieres over det omrade, der har anvendelsesinteresse.

Problemstillingen omkring reprasentativitet giver rigeligt at be-
kymre sig om, og neppe nogen praktisk undersggelse kan tage hgjde
for alle potentielle faldgruber. Det vigtigste er,

— at undersggelsen belyser et s bredt interesseomride af om-
steendigheder som muligt,

— at man ved passende blokning opndr ged pracision, og

— at man ved bevidst brug af randomisering sikrer en statistisk
troveerdig vurdering af den usikkerhed, der knytter sig til
undersggelsens resultater.

2.4 Vigtige undersggelsestyper

Mzangden af alternative muligheder for forsggsplaner med tilhgrende
analyse, kan forekomme uoverskueligt stor, specielt hvis man som
ikke-statistiker konsulterer originallitteratur eller opslagsvarker
med sidanne planer.

Fokuserer man imidlertid pd et begrenset antal vaesentlige under-
segelsestyper, kan der nok skabes et vist overblik og gives anvisnin-
ger, sa den statistiske side af disse undersggelser kan gennemfgres pa
en helt acceptabel mide. Folgende undersggelsestyper vil blive be-
lyst:

V) Middelverdi og varians

Denne type undersggelse drejer sig om, hvorledes man estimerer
et repraesentativt niveau, eller middelveerdi for en procesvariabel,
finder usikkerheden pi estimatet og statistisk tester om middel-
veerdien kan have en given vaerdi, den statistiske usikkerhed taget
i betragtning. Herunder gives en statistisk beskrivelse af proces-
sens fluktuation omkring middelverdien. Dette behandles i af-
snit 3.1 og 5.1,

2) Forskel mellem 1o middelverdier
Denne type undersggelse tager sigte mod at estimere en forskel
mellem to alternative procespivirkninger eller typer teknologi,
eller procesendring versus standardmetode, etc. Usikkerheden i
estimatet angives og fortolkes, herunder vises hvorledes statistisk
test udfgres for hypotetiske forskelsverdier, specielt nul, d.v.s.
ingen forskel. Dette behandles i afsnit 3.2 og 5.2.
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3) Forskel mellem én middelveerdi og flere alternativer
I denne type undersegelse estimeres effekterne af flere alterna-
tive pavirkninger over for en feelles reference, typisk den umodi-
ficerede standardproces. Estimaternes usikkerhed findes og de-
res signifikans testes. Dette behandles i afsnit 3.3 og 5.3.

4} Forskel mellem flere sideordnede middelverdier
1 denne type undersggelse er der ingen naturlig reference, og
analysen drejer sig om at eftervise og estimere forskelle pi en
rekke alternative pdvirkninger eller teknologier etc. Herunder
testes statistisk om observerede forskelle er signifikante andre
variationskilder taget i betragtning. Dette behandles i afsnit 3.3
og 5.4.

S) Korrelation
Ved denne type undersegelse skal korrelationen mellem to vari-
able beskrives, og det skal anferes hvorledes man statistisk tester,
omden observerede korrelation blot kan skyldes tilfzldig fluktua-
tion. Dette behandles i afsnit 3.2 og 3.5.

6) Regression
Den type undersygelse sigter mod at opstille en kausal model, der
forklarer en given variabel som funktion af en anden variabel.
Den bedste regressionslinie findes og fortolkes statistisk. Dette
behandles i afsnit 3.2 og 5.6.

En razkke andre undersggelser herunder generaliseringer af de 6
behandlede, omtales kursorisk i afsnit 5.7.

Mange verdifulde undersegelser dekkes umiddelbart af disse
scks behandlede typer, eller kan omskrives, si de kommer til det.
Fordelen ved at formulere en undersagelses sigte pa simpel vis er ikke
blot at dens gennemforelse og analyse forenkles, med deraf fglgende
reduceret mulighed for at noget gir galt, men ogsi formidlingen af
resultaterne lettes.

Hvor en undersggelse ikke lader sig gennemfgre efter et enkelt,
statistisk overskueligt program, ber det serigst overvejes at inddrage
en statistisk konsulent i arbejdet. Dette gelder generelt for sarligt
kostbare undersggelser, hvor forsggsplaner og analyser af mere
skraddersyet tilsnit, kan give anledning til forbedringer af vasentlig
konsekvens for precision, reprasentativitet, og/eller gkonomi.

2.5 Gennemfgrelse af undersggelser

Gennemfgrelse af en succesrig undersggelse indeholder en reekke
mere eller mindre veldefinerede trin, hvor dataplanlegning og -ana-
lyse spiller en rolle. Disse trin kan afgrenses pd forskellig made;
nedenstiende er brugbar i n@rverende sammenhzng.

a) Opgavens formdl og omfang skal specificeres, herunder tidsplan,
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b)

c)

budget og afrapporteringens form. Denne specifikation er nad-
vendig, for at der ikke senere skal opstd tvivl om, hvorvidt
underspgelsen har levet op til forventningerne, samt hvorvidt
eventuelle afvigelser herfra er velbegrundede eller ubegrundede,
bevidste eller ubevidste, acceptable eller uacceptable.

Formuleringen mé gerne vare vag pa de punkter hvor under-
segelsens resultater skal give mulighed for ny indsigt: resultater
ber ikke foruddiskonteres. Loves der pd forhand (for) meget,
bliver undersggelsen fra starten handicappet af den ungdvendigt
ggede risiko for at skuffe. Formelt kan rapporten blive tynget af
uinteressante undskyldninger og bortforklaringer, eller i verste
fald en dekken over de uindfriede forventninger.

Derimod ber formuleringen ikke vere vag hvad angir an-
grebsvinkel, benytiede metoder, tanker vedrerende forsggsplan
og malemetoder etc. Det kan ogsé anbefales, at man angiver den
usikkerhed hvormed undersggelsens resultater kan forventes be-
lyst, nér der tages hensyn til det budgetterede antal malinger, den
forventede mileusikkerhed, og andre skgnnede variationskilder
(f.eks. variationer mellem anlzg eller over tid). En sidan vurde-
ring kraver statistiske overvejelser: hvilken ngjagtighed kan for-
ventes med et givet maleinstrument, og hvilket antal malinger
skennes ngdvendigt for at opnd en given ngjagtighed. En precis
opgaveformulering beskytter bide den udfgrende og den rekvire-
rende part mod senere skuffelser.

Realisme i rekvirentens forventninger kan dermed sikres; —
hvis udbyttet pa forhind synes for magert i forhold til omkostnin-
gerne, er det bedre slet ikke at sztte nogen undersggelse i gang,
eller maske ivaerksztte en mindre, forberedende undersggelse.
Tilsvarende er det bedre for den udfgrende part at afsld udferel-
sen af et undersggelsesprojekt, hvortil der sulles forventninger,
som er opskruede i forhold til, hvad udfgreren mener kan leveres.

Nir projektet er sat i verk mé udfgreren ngjere planlzgge udfe-
relsen af miéleprogrammet, gerne som en sckventiel plan der
tillader analyse og justering undervejs. Det skal afgeres, om der
skgnnes behov for serligt sagkyndig radgivning i indledningsfa-
sen, f.eks. en kemiker, miletekniker, l&ge eller statistiker. Deter
normalt billigere at betale sig fra potentielle fejl og forglemmelser,
end senere at skulle rette en kuldsejlet undersegelse op.

Der bgr fastlegges statuspunkter undervejs, sd det kan checkes,
at undersggelsen skrider planmassigt frem, at budget og frister
overholdes, og at resultaterne lever op til opgaveformuleringens
forventninger. Det betyder specielt, at dataanalysen ikke ber
vente til alle milinger er foretaget, men analyseres undervejs. Det
er ofte hensigtsmassigt at rekvirenten ved statustidspunkterne
informeres om projektets hidtidige forlgb. Trods omhyggelig
projektformulering kan der optr&de misforstielser som her let
ryddes af vejen. Det kan ogsi pd grundlag af tidlige resultater vise
sig, at projektet kan forbedres ved en drejning, som krazver
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d)

rekvirentens accept. Viser der sig store uforudsete vanskelighe-
der, s& projektet ikke kan gennemfgres planmassigt, er det i
reglen ogsi klogt at finde en udvej i forhandling med rekvirenten,
sd dligt i forlgbet som muligt (pget — men miske alligevel
tabsgivende — budget, leengere frister, afbrydelse af projektet,
eller andet).

Nir projektet nzrmer sig afrapporteringstidspunktet, foretages
den statistiske dataanalyse under hensyntagen til, hvorledes ma-
lingerne faktisk er foretaget ~ specielt om de er aktive eller passive
- og med ngje angivelse af pa hvilke omrader randomisering har
varet foretaget. Konklusioner udformes med angivelse af de
fundne usikkerheder pi resultaterne, uagtet hvad man havde
hébet eller forventet. Hvor det er muligt, bgr rapportudkast
sendes til gennemsyn hos rekvirent og eventuelle ridgivere, der
opfordres til at checke for konsistens, fejl og forglemmelser.
Papegede afvigelser fra projektbeskrivelsen eller nye ideer ber
ikke fgre til andet end hgjst redaktionelle ndringer: rapporten
skal dokumentere det foretagne arbejde, og ikke hvad man miske
tidligere havde forestillet sig eller nu kunne gnske sig.

Afrapporteringen bgr i storst muligt omfang vare selvforkla-
rende og komplet. Man ber undga at henvise til baggrundsmate-
riale, f.eks. datalister, som er vanskelige at skaffe sig adgang til,
og som i varste fald kan forsvinde, hvis de ikke publiceres. De for
en statistisk reanalyse ngdvendige tal, oplysninger og forklarin-
ger mé indgé i rapporten eller dens bilag/appendices. Dette kan
veere vardifuldt for fremtidigt videnopbyggende arbejde ligesom
det - berettiget — promoverer troverdighed.
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3. Grafisk dataanalyse

For en kvantitativ statistisk dataanalyse indledes, bar en kvalitativ
vurdering foretages. Hermed menes en grafisk baseret analyse til
afslgring af hovedurak i1 datamaterialet. I mange tilfzlde vil den
grafiske analyse i virkeligheden give svar pé de vesentlige spgrgsmal,
som den kvantitative analyse dernast kan bekrzfte pd en mere
autoritativ made.

Den grafiske analyse mi ikke betragtes nedladende. Udover i sig
selv at veere oplysende, kan den inspirere til, hvorledes den kvantita-
tive analyse skal gribes an. Derved bliver den ofte en foruds®tning
for, at den kvantitative analyse ikke bliver flakkende eller afsporet,
men méalrettet kommer til at koncentrere sig om de vasentlige aspek-
ter i data. En effekt, der er fundet ved kvantitativ analyse og som ikke
kan erkendes grafisk, mi betragtes med skepsis. Grafiske analyser
har en vigtig rolle at spille i afslgring af en kvantitativ analyses
forglemmelser, fejl og bommerter.

Bide en indledende og en sidelgbende grafisk dataanalyse er i
realiteten ngdvendige for en effektiv kvantitativ dataanalyse. Jf.
afsnit 2.1 er analysen af residualer en vigtig del af den iterative
modelbygning og residualanalyse kan ofte tilfredsstillende udformes
som rent grafisk analyse. Det vil sige, at ikke blot data, men ogsé
residualer pa forskellige trin i analysearbejdet skal plottes pa passen-
de mide. Videre kan den grafiske analyse visuelt afslgre, hvor oply-
sende datapunkter mangler, en vigtig information for videre data-
planlzgning. Endelig kan den formidle de kvantitative hovedkon-
klusioner.

1 samme grad den grafiske analyse skal tages alvorligt, mi den
udfgres serigst. Afbildninger af data m ikke benyttes som udsmyk-
ning af en ellers tung tekst, alt for udspekulerede, humoristiske eller
fortznkte afbildninger ber undgés. De fremstillede figurer mé ikke i
deres form kunne inspirere til over- eller fejlfortolkning, eller op-
muntre til tznkepause fra rapportens vesentlige spgrgsmil. Tvern-
mod skal de sgge at fange l®serens interesse for undersegelsens
problematik, og give et reelt billede af, hvor meget eller hvor lidt data
kan sige herom. De skal udfgres sobert, hvilket blandt andet betyder,
at

— data skal afbildes pi en klar og entydig mide, sd muligheden for
fejlfortolkning minimeres;

- si mange relevante oplysninger som muligt skal direkte fremgs af
afbildningerne;

— afbildningerne skal muligggre visuelle sammenlignigner mellem
forskellige dele eller aspekter af data;

— afbildningerne skal kunne leses pd flere detaljeringsniveauer,
d.v.s. de skal bade vise de store linier og tillade inspektion af
finere strukturer;

— generelt er enkelhed i afbildningen at foretraekke: ekstra linier,
skraveringer, farver, etc., der ikke i sig selv tilfgjer ny informa-
tion, bgr normalt undgis;
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— hvor en variabels stgrrelse afbildes som en hgjde, bgr perspektiv
eller anden pynt undgds, som f.eks. kunne lede tanken hen pd
proportionalitet med overflade, rumfang elter vagt;

- 1 afbildninger med akser bgr akserne krydse hinanden i deres
nulpunkter, ndr det er muligt;

— akseinddelinger ber vaere akvidistante, eller pd anden méade
gennemskueligt systematisk, f.eks. logaritmisk.

Der er i livteraturen foresldet et utal af alternative mider at afbilde
data pi, hver med deres oplagte og pastiede fordele og ulemper. Gode
referencer er Tukey (1977), Champers et al. (1983), duToit et al.
(1986) og specielt Tufte (1983). Standard computerprogrammer
byder ogsd pé et stort antal muligheder. Kun i sjzeldne tilfzelde er det
serligt afgerende, precis hvilken atbildningsteknik man benytter
blandt sobre muligheder. Det afgerende er, at man overhovedet
foretager den grafiske analyse samvittighedsfuldt. I nedenstiende
afsnit omtales et udvalg af gode muligheder.,

3.1 En variabel

En simpetl og effektiv méde at fi overblik over et mindre datamateria-
le pd, er ved hjzlp af et prikdiagram. Diagrammet bestir, som vist i
figur 3.1, af at hver maling representeres ved en prik ud for milevaer-
dien pd den vandrette akse, her kaldet Y-aksen, da vi i afsnit 2.1
betegnede malinger med Y. Hvis antallet af milinger er stgrre end
omkring 10-13, er det i reglen ngdvendigt for at bevare klarhed at
stable punkter med nasten samme verdi. Dette gores ved at afrunde
milingerne, og afbilde punkter med samme afrundede vardi over pa
hinanden.

T T T T -
v

Et prikdiagram giver et godt indtryk af mélingernes generelle
stgrrelse, deres niveau, samt deres variation. Prikdiagrammer vil ofte
kunne afslgre grove datafejl, f.eks. kommafejl, kopieringsfejl m.v.,
sd disse fejl kan rettes fgr en kvantitativ dataanalyse. Afvigende
datapunkter behgver ikke vere fejl, men kan vere s@rligt interessan-
te. Deres tidlige afslgring giver mulighed for, om gnsket, at sgge dem
dubleret i1 dataplanlegningen. Et prikdiagram kan ogsd give et ind-
tryk af hvorvidt milingernes fordeling er skav, topuklet eller besid-
der andre markante karakteristika.

Er antallet af mélinger stgrre end omkring 20-3(, er et histogram i
reglen at foretrmkke for et prikdiagram. I histogrammet afbildes
antallet af mélinger i valgte intervaller som sgjler, siledes at sgjlernes



Figur 3.2.

Histogrammer over samme
datamateriale, sajlearealerne er
proportionale med observations-
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ritmisk skala med samme inter-
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areal er proportional med antallet af milinger. Ofte veelges interval-
lerne af samme lengde, hvorved sgjlehgjderne bliver proportionale
med antallet af milinger. Antallet af intervaller ma hverken velges
for stort eller for lille, da man si mister henholdsvis overblik eller
finstruktur. Falgende tommerfingerregel giver i reglen gode histo-
grammer:

Antal intervaller = 1 + 3,3 log,, (antal malinger) (3.D

Det ngjagtige antal intervaller er ikke kritisk, man kan ége eller
senke 1 forhold dl (3.1) efter bekvemmelighed. Har man f.eks. 80
milinger findes 1 + 3,3log (80) = 7,28. Man vil nu afhangig af en
prakiisk akseinddeling veelge et antal intervaller mellem méske 5 og
10.

Histogrammet giver overblik pd samme mide som prikdiagram-
met. Specielt kan man som vist i figur 3.2a afslgre en betydelig
skevhed i malingernes fordeling. Tyngdepunktet for fordelingen
ligger til venstre i forhold til variationsomradets midte; eller, sagt pa
anden mide, fordelingens hgjre hale er lengere og tungere end den
venstre. Sddan en skevhed mod hgjre kan ofte elimineres ved en
logaritmetransformation, d.v.s. at vi i stedet for at arbejde med de
oprindelige mélinger benytter deres logaritier.

Figur 3.2b er et histogram for de logaritmetransformerede data.
Man har udregnet Z, = log Y,, i = 1,2,---,n, og si opfattet de
transformerede verdier Z-erne, som data fremfor radata Y-erne.
Der er nu tale om en praktisk taget symmetrisk fordeling. Det
bemezrkes, at de oprindelige intervalinddelinger fra figur 3.2a er
bevaret i figur 3.2b. Herved bliver intervallerne i 3.2b af forskellig
lengde, og da det er spjlernes arealer, der skal vare proportionale
med deres respektive antal mélinger, bliver hgjderne det ikke. Data-
plot eller residualplot kunne i andre situationer pege pé fordele ved
andre transformationer.

Et wredje plot, der giver godt overblik over er tals@t, er »box-
plot«, som der er vist 4 eksempler pd i figur 3.3. Et »boxplot«
defineres af fem punkter: placering af »kassens« top og bund, dens
gennemskzrende linie og endepunkterne for de liniestykker, der
stikker ud af kassens ender. Kassens bredde har ingen betydning.
Disse fem punkter refererer til en vist eiler underforstéet lodret akse,
1 virkeligheden den samme Y-akse som far, blot stillet lodretr. Det
gverste endepunkt markerer den stgrste miling. Kassens top marke-
rer grensen mellem de 25% stgrste milinger og de 75% mindste,
d.v.s. den gvre 25% frakiil, eller den nedre 75% frakiil, ofte blot
betegnet 75% fraktilen. Kassens gennemskaring markere 50% frak-
tilen, eller medianen. Kassens bund markerer 25% fraktilen (den
nedre), medens det nedre linieendepunkt markerer den mindste
maling.

Datas niveau, spredning og skeevhed trzder tydeligt frem i box-
plot. Fordelingen afbildet i figur 3.3a er symmetrisk. 3.3b er skav
mod hgje verdier (mod hgjre), 3.3¢ ligner 3.3a bortset fra den meget
hgje maximalverdi (en fejlmaling)? Ogsi spidshed (topstejlheden) af
fordelingen fornemmes tydeligt. I boxplottet 3.3d er de fire afstande



Tidsplot

Figur 3.4.

Tidsplot af 11 observationer malt
i to serier; observation nummer
10 mangler.

Sdflediagram

mellem de fem markerende punkter ca. lige store, hvilket reflekterer
en jevn fordeling. For en normalfordeling vil der ogsd vaere symmetri
omkring medianen, men liniestykkerne vil tilsammen vare lengere
end kassen. Der forekommer forskellige varianter af boxplottet,
nogle computerprogrammer markerer de ekstreme milinger separat
og lader liniestykkerne fra kassen stoppe ved sidste maling for de
ekstreme veardier.

Et fierde vigtigt plot af mélevardier, er et tids- eller sekvensplot.
Her er méleaksen igen lodret, medens tids- eller nummereringsaksen
er vandret. Overblikket i et sddant diagram fremmes ofte af at
forbinde punkterne, som det er sket i figur 3.4. Er mélingerne ikke
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taget med samme tidsafstand ma dette fremga af plottet. I figur 3.4 er
malingerne taget i 1o omgange og i anden omgang mangler den fjerde
mdling. Nir det er muligt, bgr mileaksen {den lodrette Y-akse) skaere
tidsaksen i sit nulpunkt. Det md klart markeres, f.eks. som gjort 1
figur 3.4, hvis sidan skering ikke er praktisk muligt. Dette kan
hende hvis variationen er lille i forhold til niveauet, og variationen
gnskes tydeligt afbildet, eller hvis Y-aksen er logaritmisk, eller af
anden grund.

Et hyppigt forekommende plot som grafisk minder om histor-
grammet, men som oftest har mere til fzlles med tidsplottet, er
spjlediagrammet. Her vises mélingernes stgrrelse som sgjlehgjde,
d.v.s. refererende til en lodret maleakse. Er den vandrette akse en
sekvens- eller tidsakse, er plottet kvivalent med tidsplottet. Imid-
lertid er det nu et ufravigeligt krav, at mileaksen skaeres af tidsaksen
i sit nulpunkt, d.v.s. at sgjlernes fod markerer nulpunktet. Ellers
bliver sgjlediagrammet vildledende. P4 den vandrette akse kan ogsd
blot vere markeret méilesteder, procestype, eller anden kategorise-
ring, hvor rekkefglgen fra venstre mod hgijre er arbitrar. Malingerne
behpver ikke vere kontinuerte miéletal, men kan f.eks. ogsi vare
antal (antal pumpestop, antal arbejdsskader etc.). For at skelne
spjlediagrammet fra histogrammet, bgr der vare afstand mellem
sgjlerne som i figur 3.5.
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Fig. 3.5
Sejlediagram.

Figur 3.6.
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A B C
Type teknologi

3.2 To variable

Behov for plot med to variable kan opsta pé forskellig mide. Der kan
dels vare tale om samme type maling foretaget pd o alternative
miéder (1o typer teknologi; en proces med og uden indgreb; to tider,
etc.), dels om to forskellige variable malt pa samme procesanlag,etc.
I den forste situation, er det hyppigt oplysende at kunne sammen-
ligne prikdiagrammer, histogrammer eller boxplot for de to situa-
tioner,

: : . . datasat [
- . L I‘ . L - i » - [] l - ') J._
t | T I T
- . - - - . Y
. . datasa 1

.
L

For prikdiagrammernes vedkommende tegnes de som nzvnt oven-
for, men kan hensigtsmeassigt afbildes pd de to sider af samme akse,
som vist1figur 3.6. Selv en ret lille forskydning eller variationsforskel
afslgres let af det menneskelige gje.

Helt tilsvarende for histogrammet, her afbilder man ogsd de to
plot ryg mod ryg. Undertiden foretrsekkes det, at lade maleaksen
vare lodret, som vist i figur 3.7. Boxplottene er umiddelbart egnede
ul denne type sammenligning, jf. figur 3.3,

I den anden situation, hvor en eventuel relation mellem to varia-
ble gnskes afsldgret, er et sedvanligt X-Y-plot egnet, figur 3.8. Gra-
fisk udfpres det som et tidsplot, idet man dog ikke ber forbinde
punkterne. Igen, hvis det er muligt, bgr akserne skzre hinanden i
deres nulpunkter, og afvigelser herfra ma markeres tydeligt. Ak-
seinddelingerne mé vaere awkvidistante, eller pi anden méde enkelt og



systematisk gennemskuelige (f.eks. logaritmiske skalaer). Er de to
variable milt i samme enhed (f.cks. °C) ber akseinddelinger tilstra-
bes ens. Er der tale om en drsag og virkning sammenhang, ber
arsagsvariablen afbildes ud ad den vandrette akse, og virkningen op
ad den lodrette. Erder tale om to passivt observerede variable, er det
et godt princip, at akseenhederne skaleres sdledes, at variationerne i
begge retninger er lige store.

Tidsplot med to variable kan enten udfgres som illustreret i figur
3.9, hvor to tidsplot, et for X-variablen og et for Y-variablen, er
tegnet oven i hinanden med felles tidsakse. Er mileenheden for X

Tidsplot

Figur 3.7.
Histogram med to dataszt.
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Figur 3.9.
Tidsplot for to variable med to
mileakser.

Mange X-Y plot

Diskret variabel
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og Y forskellige, kan de to kurver af forbundne punkter som vist
refereres til forskellige lodretie akser.

Tidsaspektet kan ogsd belyses ved at nummerere punkter i X-Y
plottet, figur 3.8, enten ved at anfgre nummeringen ved siden af
punktet, eller benytte tal som markering fremfor blot en prik eller et
kryds. Er antallet af punkter stort kan man gruppere punkterne si de
tidligste punkter markeres med »0«, de n@ste med »1«, 0.5.v. op til
»Oe.
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3.3 Flere variable

Ved sammenligning af malinger stammende fra forskellige oprindel-
ser (flere typer behandling, flere slags teknologi, flere anlzg, flere
tidspunkter, etc.) kan de individuelle prikdiagrammer eller histo-
grammer bedst sammenlignes, nar man serger for, at maleakserne
har samme inddelinger; men der findes n®eppe nogen szrlig fiks
grafisk lesning pd denne sammenligning. Box-plottene er i reglen
mest velegnede her, arrangeret som figur 3.3.

Ved afbilding af flere variable mod hinanden kan det give et godt
overblik at arrangere alle kombinationerne af X-Y plot som vist 1
figur 3.10 for fire variable, Y1, Y2, Y3 og Y4.

Plot med mange variable bliver let uoverskuelige, men kan ved
talentfuldt valg af afbildningsteknik udfgres med stor klarhed; man-
ge inspirerende eksempler herpa er givet i speciallitteraturen, f.eks. 1
Tufte (1983). De fleste udnytter srlige strukturer i data, hvorfor
anvisninger af mere generel karakter n@ppe kan gives i oversigts-
form,

For wre variable hvoraf den ene er eller ggres diskret med et
begrenset antal verdier/kategorier, kan X-Y plot udfgres med for-
skellig punktmarkering afhaengig af den diskrete variabel. I figur 3.11
kan f.eks. Y vare en stgvmengde i1 skorstensrgg, X forbrendings-
temperatur, og Z vere alternative rensningsforanstaltninger, eller
maske luftoverskud som indreguleres pa 3 forskellige niveauer.



Figur 3.10.
Opsatning af alle X-Y plot mel-
lem Y1, Y2, Y3 og Y4.

Figur 3.11.
X-Y plot med Z som diskret
variabel.
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Konturplot

Figur 3.12.

Konmurplot. De indtegnede
hejdekurver markerer fladen
der er tilpasset de markerede
punkier.
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For tre kontinuerte variable kan konturplot som i figur 3.12, vise
én variabels afhengighed af to andre. De markerede punkter er
milinger og de indtegnede kontutlinier er »hgjdelinier« fra et tilpas-
set polynomium, eller anden tilpasset flade. Det beregnede maksi-
mum er ogsd markeret.

0,0 0,1 0,2 0.3 0,4
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4. Kvantitativ statistisk dataanalyse

De to vigtigste kvantitative vaerktgjer i statistisk dataanalyse er stati-
stisk parameterestimation og statistisk hypotesetestning, Disse disci-
pliner er hovedingredienser i statistisk inferens, d.v.s. kvantitativ
statistisk slutning eller dragen leere af data.

Den store tilgengelighed af computerprogrampakker, som kan
udfere estimation og testning gor selve beregningsarbejdet trivielt,
siledes at sa at sige enhver kan producere en »statistisk analyse« af et
naesten vilkarligt dataszt. Denne trafik har nzppe ensidigt bedret
statistikkens omdemme; og hvor det er sket, ikke altid berettiger.

Computerprogrammerne afhjelper ikke behovet for at forsta,
hvad metoderne kan bruges til, og hvad de ikke mi musbruges til.
Fejlfortolkning af statistiske analyser og brug af forkert statistisk
teknik er desverre sterkt udbredt ogsd blandt ellers respekierede
eksperter; men stor fagkundskab inden for én profession indeberer
ikke automatisk samme sikkerhed 1 udgvelsen af en anden.

Mange af de almindeligt forckommende fej! er af fortolknings-
meassig karakter, eller bunder dybere i en manglende forstielse for,
hvad statistisk inferens egentlig er. Dette berettiger nerverende
kapitel.

Overfladisk set har staristik meget til felles med matamatik, i og
med at begge fag 1 en vis forstand handler om tal. Matematik som fag
er opbygget omkring logiske felgeslutninger, resultater er derfor
rigtige eller forkerte, konklusioner er beviste eller ikke-beviste, og
fejlkonklusioner er udtryk for brist i udfgrelse af det matematiske
arbejde. Matematik er deduktiv af natur. Man siutter fra det generel-
le til det specielle, fra teori til praksis, og med mindre man begar fejl,
fir man definitionsmaessigt ret.

Statistik derimod er induktiv. Man slutter fra det specielle til det
generelle, fra data il model, fra praksis til teori. Data kan kun give en
begranset information om det system der studeres. Ved statistisk
inferens se¢ger man at slutte sig til, hvorledes den datagenererende
proces (det generelle) mop er indrettet, siden den producerer de
observerede data (det specielle). Fra nedvendigvis ukomplette og
fejlbehzftede data, kan man aldrig vere absolut sikker pd, om ens
inducerede model er korrekt. Muligheden for fejlslutning er til stede
selv ndr statistikkens spilleregler overholdes, Analyseret ved sunde
statistiske metoder kan samme dataszt derfor give anledning til
forskellige fortolkningsmuligheder, Dette faktum er i en negativ
betydning bievet opfattet som ulogisk, hvilket kun kan skyldes en
fejlagtig opfattelse af, at statistik burde vere deduktiv. Men statistik-
kens vesen er altsd induktiv, og heraf flyder netop dens szregne
anvendelighed 1 lereprocessen, i forskning og udvikling.

Usikkerhed hidrerende fra begrensede og sigjbehzftede data
tillader ikke vilkirlige fortolkningsmuligheder, men et vist spillerum
hvis sterrelse statistikken oplyser om. Derfor er det essentielt for god
statistisk praksis, sd eksplicit som muligt at angive usikkerhedsmo-
menter, d.v.s. rimelige spillerum for fortolkningsmuligheder. Er
disse ubrugeligt vidtfavnende ma flere data indsamles, og indsn®v-
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ringen foregar hurtigst ved planlagte forsgg. Ofte kan man p3 for-
hind skpnne sig til, hvor mange observationer der er ngdvendige for
at underspgelsen kan fi interesse. Det spergsmil behandles ogsd
nedenfor.

4.1 Statistisk hypotesetestning

Statistisk testning handler om, at en hypoteses plausibilitet skal
vurderes i lyset af data. Hypotesen, (ogsd kaldet nul-hypotesen),
gives ved testningen fordel af al tvivl i data, d.v.s. at hvis den ikke
decideret modsiges af data, vil den ifglge almindelig statistisk sprog-
brug blive »accepteret«, og kun ellers »forkastet«. Det ville forment-
lig lede til ferre misforstdelser at erstatte udtrykket saccepteret« med
rikke-forkastet«, idet den udeblevne forkastelse kun betyder at hy-
potesen kan vare sand for si vidt angér det aktuelle datasat, ikke at
den er det. Man skal derfor veere pdpasselig med at formulere og teste
nulhypoteser. En hypotese, der pd forhand er utroverdig, bliver ikke
mere sand af, at den er raccepteret« ved statistisk test.

I de fleste sammenh:zenge ber man simpelthen undlade at udfgre
test, som ikke pd forhdnd synes rimelige. Ger man det alligevel, ma
man ikke blot erindre sig selv om den korrekte fortolkning af »ac-
cept«, men ogsd 1 sin rapportering sikre, at leseren ikke kan misle-
des. Det er en form for uhzderlighed, inkompetence, eller unyttig
indforstiethed at formulere en rapporttekst, si den kan l&ses derhen,
at en »accepterete hypose er statistisk bevist sand.

Ideen bag hypotesetestning er mere detaljeret folgende: Man
tager udgangspunkt i en nulhypotese H,, som representerer en
mulig sandhed for, hvorledes data er genereret. Altsd en speciel
version af den statistiske model. Heroverfor stir en alternativ hypote-
se H,, typisk mere kompliceret og generel; altsd en bredere statistisk
model. Der udregnes nu en teststatistisk T , sotn er et tal, der efter en
given regneforskrift findes fra data. Regneforskriften er konstrueret
sdledes, at teststatistikkens sandsynlighedsfordeling er velkendt un-
der forudsaztning af, at nulhypotesen H, er sand. Det vil sige, at fik
man en maengde dataszt, alle genereret ifglge H -modellen, si ville
T-erne udggre den kendte fordeling, referencefordelingen. Regne-
forskrifien er videre sggt konstrueret siledes, at hvis teststatistikken
T udregnes pa grundlag af data, der ikke stammer fra H-modellen,
men fra H -modellen, sé vil T-vaerdien afvige mest muligt fra referen-
cefordelingens typiske vardier.

Testningen gar nu ud pi at sammenligne den aktuelle T-verdi
med referencefordelingen. Falder T i et typisk omride, er der altsd
intet tegn pd, at T ikke stammer fra denne fordeling. Der er med
andre ord ikke kastet tvivl pd H,, og man »accepterer« derfor H,.
Falder T utypisk i forhold til referencefordelingen, d.v.s. i et var-
diomride, der er sjeldent eller helt usandsynligt, tages det som
udtryk for, at T ikke tilhgrer denne fordeling. T md altsi stamme fra
en anden fordeling, det vil sige at man ma forkaste Hj.



Signiftkans

Figur 4.1.
Teststatistikken T7s reference-
fordeling.

Niveau o

Type I fejl

Et kvantitativt mal for utrovardigheden af nulhypotesen H; er
signifikansniveauet. Signifikansniveauet méler hvor ckstremt test-
statistikken falder i forhold til referencefordelingen.

Hvis fordelingen i figur 4.1 er T’s referencefordeling, viser den,
hvorledes T varierer fra dataseet til datasat, nir disse alle er gene-
reret under Hy; d.v.s. af en proces eller et system, der felger nul-
hypotesens model. Videre er regneforskriften for T indrettet siledes,
at hvis data ikke stammer fra H, -modellen, sa vil T tendere mod
storre verdier. I figur 4.1 ligger de mulige teststorrelser T, og T, ty-
pisk i forhold til referencefordelingen, de kaster ikke tvivl om H,, .
T, derimod ligger ret hajt, og er altsd en sjzlden handelse under
H, , og kaster derfor tvivl over H; 's sandhed.

A

sandsvnlighedstaethed

T
4

18
—

Fpos

En test siges at vaere udfert pd signifikansniveauet a (f.eks. lig
5%, hvis man vzlger en granse i referencefordelingens sandsynlig-
hedsmasse si brakdelen « ligger i forkastelsesomridet, Pa figuren er
o valgt lig 5%, d.v.s. at grensen mellem T-vaerdier der fgrer til
accept/forkastelse af H, , ligger pé fordelingens 95% fraktil (F =
F, 45 = Fys,). Det betyder, at i tznkte gentagne anvendelser af testen,
ville man i 5% af tilfzldene forkaste H,, selv hvis denne hypotese var
sand. Dette er naturligvis en fejl, endda en grov fejl ud fra princippet
om, at H, skal have fordel af al tvivl. Fejlen benzvnes type I fejl og
begranses ved at velge en lav vaerdi for . Hyppigst ser man o valgt
lig 5%, men der er intet statistisk, der anbefaler netop denne vardi;
valget bgr foretages ud fra den faglige sammenhangs behov.

En udregnet teststatistik med veerdien T, ferer altsa til forkastel-
seafl H; pd o = 3% signifikansniveau. Eller, sagt pi anden méde, data
viser signifikant afvigelse fra H, pa niveauet o = 5%. Vardier som
T,, T, og T, forer derimod til »accept« af H,, pd signifikansniveau a
= 5%. Det bemarkes, at T, i realiteten er en usedvanlig vardi i
relation til nulhypotesens referencefordeling. Som teststatistikken
var konstrueret, fgrte afvigelse fra H, imidlertid generelt til stgrre
vardier for T, hvorfor T, ikke skal fgre tl forkastelse. Den lave
verdi udtrykker uszdvanlig god overensstemmelse mellem data og
H,-model.
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Frem for at benytte en fast o-verdi, kan man i en testsituation
angive pi hvilket niveau hypotesen netop vipper mellem accept og
forkastelse. Derte niveau kaldes »p-verdien« og findes som referen-
cefordelingens sandsynlighedsmasse, der ligger mere ekstremt end
den observerede teststatistik. p-veerdien for T, i figur 4.1er p = 0,02
= 2% . Med teststatistikken T, vil hypotesen altsa forkastes for alle
niveauer o > p = 2%. For T, er p-veerdien klart sterre, ca. 0,15; for
T, og T, findes henholdsvis p = 0,75 og p = 0,99,

Til trods for, at T}, T, og T, ligger i acceptomradet for teststati-
stikken, kan de vare udregnet fra data, der ikke stammer fra H,-
modellen. Deter en vesentlig pointe, at fordelingen af T giverat H;
er usand (H, er sand), ikke fremgar af figur 4.1, og at dette spergsmal
slet ikke kommer ind i billedet ved beslutning om accept eller forka-
stelse af H,. For nogle modeltyper kan man udregne chancen for, at
H, accepteres, selv hvor H er usand. Det er sandsynligheden for at
T falder i acceptomradet for H's referencefordeling, nir T i virke-
ligheden stammer fra en anden sandsynlighedsfordeling, nemlig i
overensstemmelse med H,. Den fejl der herved begas, kaldes fejl af
type II, og regnes mindre alvorlig end type I, pd grund af det
grundleggende synspunkt, der favoriserer H,. Risikoen for at bega
fejl af type II betegnes undertiden 3.

Ved styrken af en signifikanstest, forstdr man dens ¢nskelige evne
til at forkaste H, , ndr H, ersand. Styrkener lig 1-} . Grunden til at «
ikke reduceres til en ekstremt lille vaerdi - i figur 4.1 ved at flytte
forkastelsesgraensen langt mod hejre — er, at [} herved vil vokse
uforholdsmeessigt. Uagtet om H, skulle vaere sand, vil der opstir stor
sandsynlighed for at T falder i det stzerkt udvidede acceptomride,
d.v.s. at nasten ethvert praktisk forekommende dataset vil fare til
accept af H,. Med andre ord, testens styrke til at forkaste H,, ndr H,
faktisk er forkert, bliver urimeligt lille.

En statistisk tests styrke athenger ikke kun af valget af «, men
ogsi af teststatistikkens konstruktion og datamzngden. Megen
grundforskning har drejet sig om at finde sa sterke statistiske test
som muligt, men der er en gvre grnse herfor. Benyttet rigtigt og pd
egnede dataszt, er de i computerprogrammer almindeligt tilgzengeli-
ge testmeteder s§ gode, som de kan skaffes.

Hvad angér datamangden, skal man vere klar over, at styrken af
enhver staristisk test bliver ringe, hvis datamaterialet er smit. Det
betyder, at et spinkelt datamateriale vil have tendens til at give accept
at en foresldet nulhypotese, uanset om den er sand. En »accepteret«
hypotese er saledes langt fra bevist, nir man har med spinkle data-
meengder at ggre. Ja, en nesten vilkirlig hypotese kan »accepteres«
blot datameengden gores tilstreekkeligt lille og usikker. Disse statisti-
ske synspunkter strider ikke mod sund fornuft, men stir i et vist
modsatningsforhold til, hvordan statistiske test undertiden misbru-
ges.

Nar det er muligt, bgr styrken af en statistisk test angives foruden
det benyttede signifikansniveau. Desvarre er der ikke udbredt tradi-
tion herfor. En anden forbedring over almindelig praksis ville vere
angivelsen af p-verdien foruden eller — pd lengere sigt — i stedet for
blot signifikansniveauet «.
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Visse teststatistikker har ikke en ensidigt rettet tendens til at blive
stgrre hvis H er usand, men tenderer enten mod serligt store eller
seerligt smé vardier athengigt af afvigelser fra H,,. T disse tilfeelde
testes med en gvre og en nedre grense, der tilsammen afskarer en
sandsynlighedsmasse af stgrrelsen «. Sidanne test kaldes tosidede
test, modsat den overfor forklarede ensidede test. Men igvrigt er
tankegangen ens for de to slags test.

For klarhedens skyld er der overfor talt om T’s fordeling under
H, og H,, som om der fandtes én fordeling i hvert tilfelde. I mange
testsituationer vil sdvel H, som H, kunne give anledning til hele
klasser af fordelinger. De vasentlige statistiske ideer &ndres imidler-
tid ikke heraf. En mere teoretisk detaljeret gennemgang kan bl.a.
findes i Rao (1973), Hogg & Craig (1970), eller pa dansk i Conradsen
{1984,

Signifikanstest er nok en noget overbrugt statistisk teknik. Mest
misledende i situationer hvor nulhypotsen ikke er specielt troverdig
a priori, og hvor den modtager en ufortjent statistisk velsignelse 1
form af en korrekt fundet, men overfortolket accept fra et svagt
datamateriale.

I virkeligheden er en forkastelse af en nulhypotese et mere kon-
klusivt udsagn end en accept. Forkastelsen betyder, at hypotesen er i
modstrid med data, si man md forkaste pa det givne signifikansni-
veau. En accept derimod siger kun, at man kan acceptere den formu-
lerede nulhypotese; den udelukker ikke, at man ogsi ville kunne
aceptere andre mulige nulhypoteser pd samme datagrundlag.

Den markante asymmetri mellem accept og forkastelse, er en
konsekvens af asymmetrien mellem nulhypotesen H; og den alterna-
tive hypotese H,. Det svarer helt til problemstillingen i en retsal: Er
den anklagede skyldig indtil bevist uskyld, eller uskyldig indtil bevist
skyld? I de fleste sager er nulhypotesen at den anklagede er uskyldig.
Kan intet bevises, hverken for eller imod, frikendes vedkommende,
som accept af nulhypotesen.

Ved meningsfuld brug af statistisk signifikanstestning mi man
bevidst formulere nulhypotesen saledes, at det bliver sagligt korrekt
elter mest oplysende, at tvivl kommer denne hypotese til fordel. Ved
indferelse af ny, delvis uprgvet teknologi, som forventes mere miljg-
venlig end den gamle, vil det veere interessant at formulere en nulhy-
potese H,, om at den gamie teknologi er mest miljgvenlig. Herefter
vil man ved signifikanstest hibe at kunne forkaste denne hypotese og
helst pa et lavt signifikansniveau o (en lille a-vardi er ensbetydende
med steerk signifikans). Dermed bliver det konklusivt statistisk be-
vist at teknologiskiftet er miljpmassigt fordelagtigt. En accept af H,
mi derimod ikke fortolkes som bevis pd at den gamle teknologi
faktisk er mest miljgvenlig. For at kunne drage denne konklusion
med statistisk sikkerhed, mé en nulhypotese om at den nye teknologi
er bedst forkastes ved statistisk test. Man kan kormine i den situation,
at begge modstridende nulhypoteser accepteres ved brug af samme
dataszt. Dette betvder, at dataszttet er utilstraekkeligt til at afgere
hvilken teknologi, der er miljpmeessigt bedst.
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Signifikanstest kan ogsi vare berettiget, nir hypotesen, der gn-
skes testet, pd forhind synes plausibel. En accept vil virke overbevi-
sende hvis data er planlagt sdledes, at hypotesen szttes p4 en virkelig
prave. Der er f.eks. ikke meget at hente i accepten af en nuihypotese
som siger, at temperaturen hvorunder en proces forlgber ingen effekt
har pa dannelsen af giftigt spildstof, hvis temperaturen kun har veeret
varieret meget lidt under maileforsgget. Har man derimod aktivt
varieret den over et stort temperaturinterval, bliver accepten langt
mere overbevisende.

4.2 Statistisk parameterestimation

Statistisk estimation handler om fra data at bestemme en eller flere
parametre, d.v.s. de ukendte konstanter i den statistiske model, jf.
afsnit 2.1. Estimation begrznser sig ikke til at finde en enkelt talver-
di pr. parameter, men mé indeholde en specifikation af den usikker-
hed, der knytter sig til dette estimat,

Den statistiske model formuleres siledes, at spargsmal og uklar-
heder, som den eksperimentelle underspgelse skal belyse, udtrykkes
i parametre. Det kunne f.cks. vare @ndringer i miljgbelastning ved
indfgrelse af ny teknologi, hvor belastningen pr. produktions-batch
ved gammel teknologi kunne kaldes p, og ved ny teknologi u,. De
udfgrte milinger af belastningen er

Yoi =M +eq; 1=12,,n,,
(4.1)
Yl,i =W e 1= 1:23"':n1:

hvor ¢, og e, ; er statistisk fejl, som méske kan antages normal-
fordelt med middelvaerdi 0 og varians henholdsvis o, og o?. Para-
meteren af interesse bliver

og den statistiske opgave er nu at estimere 8 . Denne analyses be-
regninger behandles i afsnit 5.2, for nerverende skal de principi-
elle punkter traekkes frem.

Dataanalysens estimerede vardi for &, punktestimatet, betegnes
&. Desuden leverer den statistiske dataanalyse en estimeret stan-
dardafvigelse for &, som benzvnes d,. Standardafvigelsen er et
eksplicit usikkerhedsmal og kan opfattes som den naturlige mélestok
ved angivelsen af intervallet ornkring 3 for plausible &- -mufigheder.
Det skulle vare sre heldigt, om § preecist rammer . Det interes-
sante spgrgsmdl er, om & kan ligge s langt fra estimatet §, at det far
vaesentlige konsekvenser i vurderingen af den nye versus den gamle
teknologi.

Til vurdering heraf konstrueres et konfidensinterval af formen

[6 —fo,; & + 5] (4.3)
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Figur 4.2,
95% konfidensinterval for &

(skraveret). De vandrette streg-

markeringer viser konfidensin-
tervaller fra forskellige datas®t
fra samme proces. {Den lodret-
te punkterede linie illustrerer

placering af den ukendre sande

effekt 8 = 1,5 med en ukendt,
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for hvert datasat finde et punktestimat & og et konfidensinter-
val v.h.a. (4.3). Pi grund af den staustiske fejl, ¢, pd enkeltobserva-
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dataygt v) dHa¥fhdvikling ogleller teknologifornyelse pd forhind
Auiigten rekke konfidensintervaller for & , med punkte-
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2.1. Den empiriske l®reprdces—

Indsigt og viden, der q:_base:c:_pﬁ«;fakp;a,_s:ammer——-d"\rckte eller
indirekte - fra observerede data. Narviden ud over den eksisterende
pgnskes erhuemet,_mi_cp:n.cm.pidskp"lmreproces fortszttes, d.v.s. at
nye data mé indsamles og deres informationsindhold ekstraheres.
Det geelder om, at laereprocessenfo;l,'qber-sé-effektivt som muligt, s4
erhvervelsen af ny viden foregar hurtigt og gkonomisk. Hertil kan
statistisk tankegang yde et stort bidrag-N3r et datastet skal fortolkes,
er det en stor hjzlp, hvis de vzsentlige aspekter ved data kan
udnyttes gennem-en model—f}— ~

Har man for eksempel foretaget:en lang rzkke miling Y,, i =
1,2,---,n af en bestemt miljigvariab¢l-ogfund¢t en vis usystematisk
variation omkring et niveau, kan mah som model forestille sig, at Y,
er normalfordelt omkring en middelverdi, u, med vgpiangen, o°.

Dette skrives TR T, -
-2 -1 0 1 2 3 4
Y, £ N(u,0%, 2.1)

I praksis kendes naturligvis kun ét interval, nemlig det der er
ledsErAlET@ Y He aktuelle data. Og hvorvidt netop dette omslutter §
vides ikke; men det kan opfattes som stammende fra en mzngde
konfYdeTiskntEr¢aller hvoraf andelen 1—a (95%) ger. Vi nzrer deded)
en konfidens eller tiltro af stgrrelsen 1—o (95%) pi, at vort interval
dmelutken statistiske fejl eller st@j, ¢, er normalfordelt

Det er fristende at opfatte konfidensen som en sandsynlighed, og
der erewsifighed)blandt fagstatistikere om en sidan sprogbru¢3)
velegnet, uheldig eller formastelig. Under alle omstzndigheder skal
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man holde sig for gje, nir man stir med et udregnet, fastlagt konfi-
densinterval, at den sande vardi for & ogsa ligger fast. & falder ikke
pi tilfzldig vis enten udenfor eller indenfor, & har en fast beliggen-
hed.

Opfatter vi i figur 4.2 det nederste konfidensinterval som det
aktuelt fundne, afstikker det grnserne for plausible vaerdier for & i
lyset af den aktuelle undersggelses dataszt. Hvor plausibelt interval-
let er udtrykkes kvantitativt ved konfidensgraden.

Lykkeligvis er der en nzr forbindelse mellem signifikans og
konfidens. Det forholder sig siledes, at signifikanstest kan udfgres
ved hjzlp af konfidensintervaller. @nsker man at teste pd signifikans-
niveau o, om & kunne have den hypotetiske veerdi &;, kan testen
udferes ved at se om 8, ligger inden for eller uden for et (1-a) - kon-
fidensinterval. Ligger 8, indenfor, accepteres hypotesen H,: § =
8¢ ; ligger &, udenfor forkastes hypotesen H,, til fordel for H,: §
8 .

Eksempelvis ses det i figur 4.2, at vaerdien 6, = 0 ligger i konfi-
densintervallet, si en hypotese om at de 1o typer teknologi er miljg-
massigt identiske, ville altsa blive accepteret. Men det ville en hypo-
tese om en gunstig effeke af den nye teknologi pd f.eks. § = leller 8 =
2 ogsa blive. 8 = 3 ville blive afvist, som for optimistisk, medens
skeptikeren, der péstod at den nye teknologi er et tilbageskridt p
miske & = —0,5, ogsd kan fi sin hypotese accepteret.

Et (1—o)—konfidensinterval for & definerer de hypotetiske var-
dier for &, der accepteres ved en signifikanstest pa niveau a. Omrai-
det udenfor dekker d-vaerdier som § er signifikant forskellig fra.

I eksemplet figur 4.2 er datamaterialet gjensynligt ikke szrligt
konklusivt. Dette faktum ville ikke komme eksplicit frem ved f.eks.
blot at signifikansteste hypotesen H, : & = 0, jf. afsnit 4.1. Estimatet
& med dets omkrmghggende konﬁdensmterval, giver klar besked:
Bedste bud pé effekten er omkring & = 1,2, men den kan vaere over
dobbelt sd stor, og det kan ogsd vere, at den slet ikke findes.

Da H;: 6 = 0 ikke kan afvises, er effekten ikke signifikant, men
den kan alligevel godt vaere vigtig. Spargsmalet er her, om en effekt af
stgrrelsesordnen & = 1,2 har nogen miljpmassig interesse. Hvis den
har, kan effekten vare vigtig, den er blot muligvis skjult i usikre data.
Er & = 1,2 uden reel miljpmessig interesse, og skal & ligge vaesent-
ligt over 3-4 for at den bliver det, sd er det eftervist, at ingen vigtig
effekt kan skjule sig.

Modsat kan undersggelser ogsa afslgre sterkt signifikante effek-
ter, der er uden egentlig betydning. Det sker hvis 6 = 0 ligger langt
fra § malt i standardafvigelser 0n , og konfidensintervallet omkring
& kun omslutter veerdier af ringe prakrisk betydning. Den slags
resultater optraeder typisk ved datarige undersggelser, hvor konfi-
densintervaller placeret teet ved nul kan vaere sd smalle at de alligevel
ekskluderer nul.

Konfidensintervaller konstrueres for parametre i mange alminde-
ligt benyttede statistiske modeller efter ovenanfurte lest. Ogss i
tilfelde hvor de konstrueres pd en derfra mere eller mindre afvigende
méde, forbliver fortolkningen af intervallerne den samme. Den ngj-
agtige fremgangsmide ved konstruktionen behgver brugere nzppe



Antalsplanlegning
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bekymre sig meget om i praksis. Intervallerne udregnes automatisk
af mange statistiske computerprogrammer, subsidizrt kan deres
formler slis op f.eks. i Beyer (1968), Conradsen (1984), eller i en
anden statistisk lerebog.

4.3 Bestemmelse af antal malinger

Fgr man iveerks®tter en eksperimental undersggelse, bgr man stat-
stisk overveje hvor mange malinger, der skal foretages for at fi belyst
den givne problemstilling tilstreekkeligt. Antalsplanlzgningen er en
vigtig del af forsggsplanleegningen. Det er spild af resourcer at udfpre
et ungdigt stort antal malinger; et for lille méileprogram er imidlertid
ogsé spild af resourcer. Et meget restriktivt budget er ingen und-
skyldning for at springe antalsplanlegningen over. Er budgettet for
smit til at kunne udfpre det antal mélinger, som skgnnes ngdvendige
for at producere brugbar information; -ja, si er det mere ekono-
misk klogt slet ikke at mile overhovedet og spare alle pengene.
Ved antalsplanlzgningen ma der skelnes mellem to situationer:

A Estimationssituationen, hvor realiteten af den studerede effekt &
ikke betvivles, men bestemmelse af dens stgrrelse er undersggel-
sens formadl.

B: Testsituationen, hvor det primzre formil med undersggelsen er
at fastsla om den studerede effekt overhoved med statistisk sik-
kerhed eksisterer.

1 situation A vil antalsplanlzgning dreje sig om at udregne et skgn
pé det antal malinger, som er ngdvendige for at standardafvigelsen &,
af effektestimatet § er tilfredsstillende lille. Faktoren { i udtrykket
(4.3) afhanger kun ubetydeligt af antal milinger med mindre dette er
meget lille. Storrelsen af konfidensintervallet for effekten & omkring
estimatet § , er derfor praktisk taget proportionalt med stanardaf-
vigelsen.. )

I situation B mi der ikke blot tages hensyn til konfidensinterval-
lets umiddelbare lengde for med rimelig sikkerhed at i etableret
effektens signifikans, Som det er illustreret i figur 4.2, er selve
placeringen af konfidensintervallet omkring den ukendte sande veer-
di 8 ogsé en kilde til usikkerhed pd planlegningstidspunktet. Pi
forhand er det selvfglgelig uvist, om det kommer til at ligge forskudt
til hgjre eller til venstre. 1 relation ti! figuren betyder en forskydning
til venstre, at der kraves et kortere konfidensinterval for at etablere
signifikans, end hvis intervallet 13 pé sin forventede middelplacering,
nemlig centralt omkring 8.

Der mé altsi planlzgges efter en standardafvigelse som ikke blot
forventes at etablere signifikans hvis konfidensintervallet ligger cen-
tralt, men ogsi gor det i en stor procentdel af andre pd forhind
sandsynlige placeringer. Dette behov for sikkerhedsmargin stiller
krav om en mindre standardafvigelse svarende til flere observationer.
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Hvor der i rapporten er benyttet taleksempler, er disse kunstigt
konstruerede og udelukkende benyttet til at demonstrere mekanik-
ken i afbildninger og udregninger. Dette tillader en kortere form, end
hvor egentlige eksempler gennemregnes, og hvor datas oprindelse
md inddrages; — da det i virkeligheden er meningslgst at planlegge og
analysere data uden forstielse af den reelle verden bag data. Desuden
gives der i de enkelte afsnit henvisninger til speciallitteraturen.

Lidt uden for rapportens hovedlinie ligger Appendix A som
indeholder et diskuteret forslag til disposition af en rapport over en
teknisk undersegelse. Endelig indeholder Appendix B en alfabetisk
ordnet liste af forklaringer pa begreber, ord og fagudtryk, der har
speciel betydning i dataplanlzgning og -analyse.

Statistisk forsggsplanlegning og analyse er et stort emne, hvis
beherskelse kraver sivel teoretisk indlering som praktisk erfaring,
hvilket netop udger den professionelle statistikers uddannelse. Nzr-
vaerende udredning kan opfattes som en slags statistisk furstehjzlp.

En lzgelig forstehjzlpsbog erstatter ikke behovet for at spge
lzgelig hjelp ved sygdom eller ulykke. P den anden side gir man
selviglgelig ikke til lege, blot man har fiet en hudafskrabning eller en
slem forkglelse. Det er de statistiske paralleller til den slags hyppigt
forekommende, enkle men serdeles markbare problemer som ud-
redningen handler om. Sund levevis har her sin parallel i god forsegs-
planlzgning. Det vel gennemfgrte ¢ksperimentelle arbejde kan 1
mange tilfelde forebygge behovet for senere at skulle have »repare-
ret« analysen, hvad der ikke alud kan lade sig gare.

Nezrvarende udredning overflgdigger med andre ord ikke beho-
vet for statistisk konsultation hverken i planlegnings- eller analysefa-
sen, men den skulle klarggre, hvornir egentlig hjelp er pikrevet, og
hvornir man kan kiare sig uden. Det vigtigste budskab er imidlertid,
at en undersggelses sundhed under alle omstendigheder bevidst skal
plejes.
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mdlingerne, Y, i = 1,2,-+-,n, betyder, at hver mélings usikkerhed
omkring u pa forhand er lige stor. Den forudsztning er ngdvendig,
ikke blot for at estimatet {5.2) udnytrer datainformationen effektivt,
men mere afggrende for at usikkerheden pi i kan estimeres stati-
stisk.

Eftersom maélingerne Y, er summen af et fast bidrag p og en
stokastisk afvigelse ¢, med varians o?, bliver Ys varians Var(Y)
ogsi lig 0?. Og standardafvigelsen pd enkeltmélingen bliver defini-
tionsmaessigt

stdlY) = oy, = 0. (5.3)

Hyvis videre malingerne er statistisk uathangige, d.v.s. at stgjbidra-
gene e, er det, bliver variansen pd gennemsnittet

Var(Y) = o} = # ,%l Var(Y,) =Ill o, (5.4)
1=

og standardafvigelsen pa estimatoren {1, ogsd kaldet ji’s standardfeil,
bliver

std@) =0, =std Y = o5 = o/Vn . (5.5)

(Egentlig burde indeks p til o vaere {i; hvilket vi dog af hensyn til
enkelhed i notationen ikke skal benytte.)

Udtrykket (5.5) kan give en helt forkert standardafvigelse for i,
hvis der ikke er statistisk uathzngighed mellem méilingerne. Mang-
lende uathzngighed kan optrede, hvis malingerne tages meget tat
op ad hinanden i tid eller sted, og hvis passende randomisering er
undladt.

Dnskes f.eks. middelemissionen for et forbrendingsanlaeg over et
dggn, md milingerne ikke foretages inden for et kort tidsram pi
f.eks. 5 minutter, hvor nabomélinger kan minde utypisk meget om
hinanden og derfor lede til underestimation af den virkelige varians.
(Se ogsd afsnit 2.3 om representativitet). Et bedre arrangement
bestdr i at foretage mélingerne javnt over degnet med ens, i forvejen
fastsat tidsinterval; eller endnu bedre randomiseret, det vil sige pai
forvejen fastsatte, tilfzeldige tidspunkter. @nskes reprasentativitet
over flere dggn, mé flere dggn inddrages, og det bedste billede af den
sande variation fds, hvis milingerne fordeles over flest mulige dggn.

Normalt kendes variansen o’ pd den statistiske fejl ikke pa
forhind, men m4 ogsd estimeres. Det er vigtigt at sli fast, at den
statistiske fejl, e,, ikke er synonym med malefejlen, f.eks. i mileap-
paraturet eller i den kemiske analyse af denudtagne prove.e, indbe-
fatter alle variationskilder, der bidrager til variabiliteten mellem
reprasentative milinger, herunder - i det aktuelle eksempel ~ dpgn-
variationer og forskelle mellem dage, inhomogenitet i rggen p.g.a.
ikke-perfekt turbulens, variation som skyldes mere eller mindre
tilfzeldige ®ndringer i forbreendingstemperatur eller iltoverskud, etc.
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Den statistiske fejl e, m4 altsd erkendes som en sum af et antal
varianskomponenter:

e =efay +eb) + efc) + e(d) + - (5.6)
hvor uathzngighed af bidragene betyder at
0! = Var e, = Var efa) + Var e(b) + -~ (5.7)

Disse varianskomponenter kan anskues som faldende i to grupper,
den procesbetingede, sikaldt naturlige variabilitet og méalefejlen:

g, = ¢(n) + ¢(m) , (5.8)
hvor tilsvarende til (5.7) det gelder, at
o = Var ¢; = Var e¢(n) + Var ¢(m) . (5.9

Den naturlige variabilitet e(n) er udtryk for, at den betragtede
maélevariabe! rent faktisk varierer under de omstzndigheder, som
man i underspgelsen gnsker omfattet af hensyn til repraesentativitet.

Milevariabiliteten e(m) er et udtryk for at selve mileprocessen ex
usikker, at man altsi ved gentagne observationer under helt ens
omstendigheder ville fi varierende méleverdier.

Undertiden kendes pa forhind méileusikkerheden for méilingerne
i en undersggelse. Den kan vare kendt fra udligere, tilsvarende
kemiske laboratorieanalyser af koncentrationer f.¢ks., eller miske
erfaring med et givet méleinstrument. (Prgvetagningsiejlen, som
ogsd er en potentiel kilde til maleusikkerhed, md ikke glemmes i
denne forbindelse). Det er derfor ikke helt ualmindeligt at se den
pastiet kendte maleusikkerhed anfert, og dens varians anvendt som
variansen pd den totale statstiske fejl, ;. Dette er klart ukorrekt, og
kan lede til meget grove fejlkonklusioner i1 den statistiske analyse, —
specielt nar den naturlige variabilitet er den dominerende kompo-
nent 1 (5.9), hvad man hyppigt kommer ud for i processer uden for
laboratoriet.

Den statistske analyse md baseres pd et realistisk skgn over
Var(e,) = o?, og dette opnds sikrest fra miledata selv. Det er generelt
enskeligt af hensyn til undersggelsens pracision, at o? er lille, men for
sa vidt angar den naturlige komponents bidrag, kan man ikke ned-
bringe den. Man kan underestimere den, og derved snyde sig selv og/
eller andre, men den naturlige variabilitet er et produkt af de reprz-
sentative omstendigheder, som man ginsker analysen skal omfatte.

1 det tenkte eksempel kan man selvfglgelig nedbringe e, ved at
eliminere en eventuel dag-til-dag varianskomponent. Dette ggres
ganske enkelt ved at udfgre alle milingerne pd én dag, sd den
tilsvarende komponent i (5.6) nu ikke varierer. Den er derimod
blevet ul et fast bidrag, nemlig denne dags serlige afvigelse fra
middelvaerdien over alle dage, og dette bidrag kommer nu til at indgd
i . Esumationen af p bliver herefter behzftet med en ukendt
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Ved dataplanlegningen har man evidst eller ubevidst, inklude-
ret et antal naturlige varignskomponenter i ¢(n) og derigennem i e,.
Det er denne variabilitet, den statistiske analyse tager hensyn til, og
som fortolkmx;%:zn med rette kan og mi omhandle.

2.2v.Ratakvalitceammireentit®tnligvis som

Undersggelser, pﬁtmilkteneller udferte, kan bygge pa et datagrundlag
af fofak(elligt dihfang qg. ﬁ}d@YEﬁklawlﬁkanon som den der ef k@)

figur 2.4, kan medvirké fil at klarggre en undersggelses rette indpla-
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Som navnt i afsnit 4.2, athenger faktoren f af intervallets gnskede
konfidensgrad (1-o}, og kun forholdsvis lidt af observationsantallet,
som analysen bygger pd. Mere specifikt gir denne afhengighed pé,
hvor mange observationer estimatet §, bygger pd. Men derudover
afhzenger f ogsa af, hvilken statistisk fordeling (i har. Er e, normal-
fordelt bliver i det ogsd, og i si fald kan f slis op i en tabel over
t-fordelingen med n-1 frihedsgrader. Uden at gi ngjere ind pd hver-
ken t-fordelingen eller begrebet frihedsgrad, skal det anfgres at for
given konfidensgrad (1-¢), skal man som f-faktor velge (l-a/2)-
fraktilen i en t-fordeling med n-1 frihedsgrader. For et 95% konfi-
densinterval, bliver f = 2,26 ;2,09 ; 2,02 0og 1,96 for henholdsvis n =
10, 20, 40, og = . n = = svarer til at ¢® er eksakt kendt pd forhand.
Disse forskelle i f-faktorer er ikke af stor praktisk betydning. Imid-
lertid gzelder det videre, at selv hvis e-erne afviger en del fra normal-
fordelingen, vil (i alligevel tendere mod en normalfordeling. Benyt-
tes siledes alligevel de f-faktorer, som egentlig bygger pd en normal-
fordelingsantagelse, produceres stadig konfidensintervaller af ap-
proksimativt samme konfidensgrad.

Dette cr ikke ment som et modargument for transformation af
data, hvis en grafisk analyse (afsnit 3.1) skulle pege pd fordele herved.
Mange miljpvariable kan fordelagtigt logaritmetransformeres fgr en
videre analyse. Men konfidensintervaller er robuste med hensyn til
afvigelse fra normalfordelingsantagelsen modsat antagelserne om
konstant varians og statistisk uathzngighed.

Beregningsarbejdet ledende til (5.12) er enkelt nok til hindreg-
ning, men de fleste statistiske computerprogrammer klarer direkte
det hele, inklusive tabelopslag af f for specificeret «. Fortolkningen
af intervallet hjzlper et sidant program imidlertid ikke med (se afsnit
4.2); ¢j heller fortolkningen af, hvad det er for en middelverdi u,
man har estimeret, og hvilke variationskilder, der er blevet afspejlet i
usikkerhedsangivelsen. Dette sidste emne er til gengzld omtalt de-
taljeret her.

Onsker man at teste om | i lyset af data kan have en given
hypotetisk vrdi, kan dette afggres ved inspektion af konfidensinter-
vallet {5.12) som forklaret i afsnit (4.2). Specielt udfgres en test pa
signifikationsniveau o. om hvorvidt p’s sande vardi kan vare nul,
ved at se om vardien nul ligger i eller uden for det konstruerede
100(1-c)% konfidensinterval. Indenfor giver accept, udenfor giver
forkastelse. Mange computerprogrammer udferer test for u = 0 med
specifik angivelse af p-vardi (afsnit 4.1).

Eksempel 5.1(a)
Folgende observationer af en mdlevariabel tenkes foretaget pd 27 paral-
lelle produktionsenheder: 64, 85, 82,104, 72,72, 64, 84, 80, 72, 72, 68,
75,68, 78, 64, 80, 66, 78,72, 65, 80, 72,72, 74, 78, 64. Middelverdien
onskes estimeret og fortolket.

Man udregner gennemsnit og variansestimat, jf. (5.2) 0og (5.10): i =
74,259 og & =76,353 = 8,74%.

Middelverdien estimeres til omkring 74,259 og enkeltmdlingerne har
en standardafvigelse pd cirka 8,74 omkring middelverdien. Da der kum er
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foretaget én mdling pr. produktionsenhed vides ikke om denne variation
mdlingerne imellem skyldes statistisk mdleusikkerhed eller naturlig varia-
bilitet mellem produktionsenhederne, eller en blanding af begge dele.

Usikkerheden pd middeloerdiestimatet (1, fds ff. (5.11) il &, = 1,68.
Et 95% konfidensinterval for middelverdien ., fds af (5.12) med f=
2,048 (fra en t-tabel med o = 5% og amal frihedsgrader lig 26). Man
finder intervaller [70,815; 77,703], d.v.s. ar middelverdien . med
konfidensgrad 95% ligger i dette interval.

Enhver fremsat hypotese om, at 's sande verdi er et givet tal fra dette
interval ville blive accepteret pd signifikansniveau o = 5%; f.eks. ville
sdvel w = 71 som w = 77 blive accepteret. Derimod ville | = 0 blive
forkastet ikke blot pd niveau o = 5% men ogsd pd lavere niveauer o, blot
stprre end p-verdien som 1 dette tilfelde er p < 0,0001% .

Antalsplanlagning med henblik pa estimation (situation A i afsnit
4.3) foretages siledes:

Man mi beslutte sig til, hvor nejagtig man ensker L estimeret
ved specifikation af en ensket vzrdi for estimatets standardafvig-
else, o, (= o) Dernsst mi man gztte, hvilken statistisk usikkerhed
milingerne Y, er behaftede med, det kan f.eks. ske ved at vurdere
de enkelte relevante led i (5.7).

Fra den vurdering findes nu overslagsmassigt

n = [o/6, |* (5.13)

Huvis f.eks. det gettes at ¢ = 0,2 og onskes ato, = 0,1 , ma n vare
mindst lig (0,2/0, 1)’ = 4. Et s lille antal madlinger vil 1kke give noget
sikkert estimat af ¢ v.h.a. (5.11). Af den grund ber man overveje at
velge n storre end det skennede minimalantal pé 4, miske 6.

Antalsplanlegning med henblik pa signifikanstest {(situation B i
afsnit 4.3) foretages siledes:

Som overfor gettes ¢ . Dernast specificere hvilken hypotese
man, efter mélingerne er indsamlet, onsker testet: Ho: p = Ho -
Endelig besluttes hvilken afvigelse fra 4 =y, man med stor sik-
kerhed (1-f} ensker at kunne finde signifikant p4 niveau o. Denne
afvigelse af interesse kaldes §,, sledes at mélingerne fra en proces
med et sandt niveau eller middelverdi pa u =, + §,skal planlaeg-
ges i antal med henblik pi at afvise at 4 =1,.

Vi forestiller os af hensyn til forklaringen nedenfor, at 8, er
positiv; en negativ 8, giver samme resultat. Er Y, -ernes sande
middelvardi u, + &, , vil denne middelvardi blive estimeret med
standardafvigelsen ¢, = o/vVn. Det betyder at med sandsynligheden
1-B vil vi fra data finde en }} 54

(Mg + Oy) - 2,40, < fi, (5.14)

hvor z | p €r 1-P fraktilen i en normalfordeling som findes i tabel.
Tallet p4 venstre side af (5.14) er altsd med sandsynligheden 1- Ben
i vaerste falde- vardi.



Figur 5.1.

Principtegning for antalsplan-
legning, siledes at Hy: =1,
med sandsynlighed 1-f vil blive
forkastet pd niveau a hvis
g+ 8. (I markerer et med
sandsynlighed 1-B varste fald
estimat; omkring (i er indteg-
net et 100(1-a)% konfidensin-
terval, som netop ekskluderer
Hy.

Findes faktisk [i lig denne sveerste fald«-vaerdi, vil konfidensinter-
vallet for p, ligning (5.12), ligge symmetrisk omkring denne veerdi.
Intervallets nedre granse ligger afstanden z | o, O, til venstre for
{1, idet f1i (5.12) er sat lig 1-o/2 fraktilen af en normalfordeling,
svarende til at o, betragtes kendt. For at give forkastelse af H,:

=1L,, skal konfidensintervallets nedre granse ligge til hejre forp,, ,
d.v.s. at

by < - fo, (5.15)

<=2y < (P + 9, - 2,40, - 7,0, (5.16)

Figur 5.1 illustrerer forholdene, der leder til uligheden (5.16). Af
(5.16) findes at

(%15 + 20y < 8, (5.17)
Ji
Z.,29y
’ —
1 ‘__’
Z 1-B GU u
Hy Wy + 0y
Da of = o /n, findes heraf det nedvendige antal méilinger
n> (2.5 +2 ., ¥ [0/8,]°. (5.18)

Gertes for eksempel igen at ¢ = 0,2 og besluttes det sagkyndigt
at 8, = 0,3 medo. = 5% ogP = 20%, betyder dette, at man med 80%
sandsynlighed vil vise en forskel pd 8, = 0,3 signifikant pd 5%
niveauet med antallet af méalinger

> (Zy0 + Zy s V608017 = (0,842 + 1,96)° (0,2/0,3)" = 3,48.
(5.19)

Et si lavt antal méilinger som 4 ville dog fare til at f-faktoren i

(5.12} ogedes markbart. Under indtryk heraf kunne man ege n til
f.eks. 6.

Eksempel 5.1(b)

Antalsplanlzgning foretages normalt for data er opsamlet, men kan ogsd
blive aktuel efter at malinger er foretaget, i1 sd fald med henblik pd
yderligere mdlinger. Onskes p 1 dette eksempel estimeret med en standard-
afvigelse pd f.eks. o, = 0,8 findes jf. (5.13)n = (8,74/0,8Y = 119,3, dvs.
at yderligere knap 100 observationer er npdvendige. Dette kan kun lade sig
gore, hvis der findes dette yderligere antal produktionsenheder. Mdles
derimod gentagne gange pd de samme produktionsenheder, bliver nerve-
rende analyse ikke korrekt. Herom mere i eksempel 5.4.
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5.2 Forskel mellem to middelvaerdier

Interessen for statistisk at bestemme forskellen mellem to middel-
verdier opstar i et veeld af situationer, hvor effekten af en pataenkt
procesjustering, en @ndring i teknologi eller et andet indgreb skal
undersgges. Den statistiske analyse kan tage udgangspunkt i model-
len

Yo,i = Uy t+ gy i=12,n4 ,

(5.20)
Yl,i =W + ei,i 1= 1:23'"3111 5
hvor Y, -erne er malinger foretaget under standardbetingelser, og
Y, -erne de alternative malinger. Da parametrene u, og W, miler
niveauerne eller middelvaerdierne under de to betingelser, bliver det
deres differens

O =1 -l > (5.21)

som den statistiske anaiyse skal estimere inklusive kvantitativ usik-
kerhedsangivelse.

For hver af de to betingelser svarer modellen (5.20) helt til
modellen (5.1). Derfor er de i afsnit 5.1 gjorte bemaerkninger fuldt
gyldige ogsd i nerverende analyse, idet visse tilfgjelser ma gores. Da
det er effekten af et specificeret indgreb, der skal estimeres, er det
afggrende ikke at 3 denne effekt sammenblander med andre mulige
®ndringer. Det betyder ikke, at den betragtede proces ngdvendigvis
skal holdes kunstigt stabil hvad angir andre naturligt varierende
pavirkninger; det ville kunne gd ud over reprasentativiteten, jf.
diskussionen i afsnit 2.3. Derimod ma det sikres, at disse variations-
kilder ikke ensidigt pavirker den ene betingelse, hvorved en systema-
tisk fejl vil opstd 1 estimnationen af &, Sdledes er det en dérlig idé fgrst
at foretage alle n, malinger under standardbetingelserne, og dernzst
alle de n, alternative milinger. En opadgdende tidstrend f.eks. ville
her fare til overestimation af 8. Dette er en hoveddrsag dl, at en stor
mangde allerede eksisterende data angiende standardbetingelserne,
er meget lidt veerd 1 en statistisk analyse som n@rverende. Det er i
reglen bedst og altid sikrest, at se bort fra sidanne historiske data og
indsamle nye, hvor reekkefdlgen af de to betingelser kan randomise-
res. Lader randomisering sig ikke udfere (evt. med passende restrik-
tioner, f.eks. blokvis) er de nedenfor anfgrte beregninger uegnede,
men en mere kompliceret sdkaldt interventionsanalyse kan undert-
den anvendes, s¢ Pallesen et al. (1985) og Booman er al. (1987).

0 estimeres ved

§=1 -0, (5.22)

hvor [t, og [, ligesom i (5.2) er gennemsnit, henholdsvis Y, og Y,
sdledes at, jf. {5.4) og (5.5),



Samme varians

Konfidensinterval

i

Var i, = o¢/n, ,

(5.23)
Var p, = o'/n, ,

hvor den antagelse er gjort, at Y, og Y,; d.v.s. g,; og e, har
samme varians of. For at sikre at denne antagelse er opfyldt, mi dels
den naturlige variabilitet dels méleusikkerheden vere den samme i
de to tilfelde. Samme naturlige variabilitet sikres ved randomiserin-
gen, med mindre selve indgrebet gor, at effekten af de andre pdvirk-
ninger zndres. I s4 fald har indgrebet foruden en eventuel virkning &
pa niveauet ogsd en indflydelse pd o?. Benyttes samme maleteknik
under de to betingelser, sikres ens méleusikkerhed, med mindre
mileusikkerheden er vasentligt forskellig pid de to niveauer. En
betydningsfuld forskel mellem varianserne pd Y, -erne og Y, ; kan
hyppigt afslgres grafisk som omtalt i afsnit 3.2, og variansinhomoge-
nitet kan i givet fald tit afhjzlpes ved en passende transformation, se
evt. Box et al. (1978). Visse computerprogrammer udfgrer en signifi-
kanstest (F-test) for hypotesen H,: Var(e, ) = Var(e ;); en sadan test
fortolkes helt efter retningslinierne 1 afsnit 4.1.
Fra (5.22) og (5.23) fis, at

Var(§) = Var(fi)) + Var(j) = ¢

1 1
ng + n—l] . (5.24)
&’s standardafvigelse kan nu findes heraf, idet ¢? mi estimeres fra
observationerne. I slegtskab med {5.10) benyttes sedvanligvis esti-
matet

A 1 n, . n _
yzﬂrfjpynﬂy+£ﬁﬂﬂf],(mﬂ

sm®=a=~l+1* (5.26)
& n, n, ' .

Parallelt til ¢(5.12) bliver konfidensintervaliet for o nu
[§- 60,36+ 5] (5.27)

hvor faktoren f er defineret som ved (5.12). Ogsd signifikanstest for
szrlige, hypotetiske verdier for & (specielt H,: & = 0) udfgres og
fortolkes som omtalt for W i afsnit 5.1

Eksempel 5.2(a)

Ud over de 1 cksempel 5.1 foretagne observationer forestiller man sig
mdlinger foretaget pd 27 andre produktionsenheder, som er underkastet en
modifikation, hvis formdl skulle vere at nedbringe den malte variabels
stgrrelse. De madlte verdier er: 64, 84, 80, 84, 80, 80, 72, 80, 70, 66, 76,
68, 72, 66, 64, 74, 64, 66, 88, 66, 57, 81, 73, 58, 75, 70, 70.
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Den nye middelverdi og varians estimeres ul i = 72,148 og 7 =
65,202 = 8,07°.

I forhold vil for (nu givet index »0«) er mdlt et gennemsnitligr fald fra
74,259 1il 72,148, et estimeret fald pd § = |, - I, = -2,111.

Spargsmdlet er, om denne veerdi er signifikant eller kan skyldes tilfel-
digheder. De fleste computerprogrammer vil foretage en F-test til belysning
af, om 0% og o kan antages ens. Teststgrrelsen vil vere 1,17 (eller /1,17
afhengigt af programmeringen) som ville blive refereret til en F(26,26)-
fordeling. Enp-verdi pd p = 0,692 ville i detie tilfelde blive udregnet. Det
betyder at hypotesen H > 0, = 0, accepteres ved test pd ethvert signifikans-
niveau o < p = (0,629, spectelt accepteres pd niveau o = 0,05 = 5%.

Antages varianserne ens udregnes et felles variansestimar jf. (5.25):
& = 70,78 = 8,41

8’s standardafvigelse findes jf. (5.26) til std(§) = 2,290. Til et 95%
konfidensinterval, jf. (5.27), benyites f = 2,007 sdledes ar intervallet
bliver: {-6,707 ; 2,485] . Dette tnterval indeholder & = 0, som altsd ikke
kan forkastes 1 lyset af data; en upnsket opadgdende effekt af modifikatio-
nen, f.eks. & = 2,0, kan heller ikke afvises pd niveau @ = 5%, selvom
den estimerede effekt var negativ. Pd den anden side kan effekten altsd
ogsd vaere betydeligt mere gunstig end & = -2,111, mdske & = -6,0. Mange
computerprogrammer afgsr spergsmalet vedrorende mulig accept af hypo-
tesen H,: &, = 0, ved en t-test, der bliver udregnet som T = §/std( ) =
0,922, Denne t-verdi refereret til en t-fordeling med 52 frihedsgrader
giwer en p~veerdi pd 0,361. Dette betyder at H;: 8, = 0 kan accepteres ved
signifikanstest pd alle niveauer ¢ < p = 0,361, specielt 0. = 5%, men
altsd ogsd o = 10%, eller 20%.

Denne analyse er valid uanset om de sidste 27 mdlinger er fra samme
procesenheder som de forste. En god forsggsplan ville bestd af randomiseret
at udvelge et antal anleg og sé —igen randomiseret — underkaste halvdelen
den modifikation, hvis effekt pnskes belyst, Herefter mdles alle enheder
samuidigt eller i randomuseret orden. (Vedrovende parrer analyse se neden-

Jor).

Antalsplanlegning med henblik pa estimation (situation A i
afsnit 4.3) foretages som for, siledes at 8's standardafvigelse opnar
en ensket storrelse, o;. Ud fra et kvalificeret gt pa ¢'s vaerdi findes
fra (5.24) at nyog n | skal vaelges sa

2
1,1

— = |ojo
n, n [ 8

(5.28)

Denne betingelse kan opfyldes for mange kombinationer afngog
n,. Er omkostningerne ens for de to slags malinger, velges n,=n,,
og (5.28) farer da il

n, = n, > 2(ofc, ) {5.29)
Hvis for eksempel 8 enskes bestemt med en standardafvigelse ¢;

pd 0,1 og den statistiske fejls standardafvigelse G er 0,2, da skal
antallet af malinger veere mindst n,= n, = 2(0,2/0, 1)2 =8 ; altsd ialt
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16 milinger. Er Y, ;-erne imidlertid faktoren c gang dyrere end Yo,-
erne pr. maling (hvor ¢ principielt kan veere mindre end 1), da opnés
samme nojagrighed billigere ved at vzlge

(1 + ¢b) (ola)}

I

n,
(5.30)
n, = nyct

Hyvis for eksempel Y) i -erne koster 4 gang sd meget som Yo, -erne,
og man ensker § bestemt med 6; = 0,1 medens ¢ = 0,2, da skal
maéleprogrammet planlegges med mindst f?lgende antal malinger:
ne= (1+47)(0,2/0,1) =12 0gn; =12/4* = 6. Det krevede antal
malinger er nu 18 mod 16 ovenfor, men med den nye om-
kostningsfordeling bliver programmet alligevel billigere at gen-
nemfere,

Antalsplanlzgning med henblik pa signifikanstest (situation B 1
afsnit 4.3) foretages som for m i afsnit 5.1. Man finder parallelt til
(5.17), at kravet til n, og n, skal findes fra betingelsen

(Zl-[’,+ 2,00 < dgs (5.31)

hvor 8,specificeres som den (mindste) effekt af reel interesse, der -
hvis den er sand - med sandsynligheden 1- skal fore til forkastelse
af hypotesen Hy: 8 = 0 p4 signifikantsniveau o

Indsettes (5.26) 1 (5.31) fis nu kravet

1, ]

n r}.' < (OJoY | Zg + Zi? s (5.32)

Med en Y, ombkostning pr. maling, der er ¢ gange sd stor som
Y,.'s, leder (5.32) il

ng = (1 + c¥) (7 + 20" (010,
(5.33)
n, = ny/ct
Huis f.eks. ¢ = 1 ogo = 0,2, medens det forlanges at en reel effekt
pad 8, = 0,3 skal findes signifikant pd o = 59, niveauet med
sandsynlighed 1-B = 80%, da findes n, = (1+1: )(0,842 + 1,9609 (0,2/
0,3)2=2-3.49=7,0gn =7/13 = 7. Er derimod ¢ = 4 findes n,=
10,47 og n;= 5,23, som afrundes passende

Eksempel 5.2 (b)

Valget af 2 gange 27 mdlinger ovenfor i eksempel 5.2 kan vare fremkom-
met fra (5.30) med ¢ = 1. Havde man pd forhdnd skennet o = ca. 10 og
pnsket 0, < 3 ville man finde n, = n, = (I+1)10/37¢ = 22,22. Da
forhdndsskgnnet pd o er usikkert, kan man have gnsket at indbygge en vis
sikkerhedsmargin. Dette ggres ved ot pge n, {og n,) passende. F.cks. kunne
man have vurderet, at o neppe ville vere stprre end ca. I1. Gentages
beregningen ved brug af denne forsigtige veerdi, findesn, = n, = (1+1)(1/
3F = 26,89 = 27. 55
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I visse situationer kan den naturlige variabilitet vaere af en sddan
sterrelse og karakter, at en mere precis estimation af et indgrebs
effekt opnés ved en sdkaldt parret statistisk analyse.

Maleprogrammet ma vare planlagt parret, modsat den ovenfor
beskrevne uparrede metode. Alle szdvanlige statistiske computer-
programpakker, kan udfere begge typer analyser.

Fordelen ved den parrede analyse opstar i situationer, hvor den
naturlige variabilitet er stor i forhold til den segte eller forventede
effekt, som til trods herfor alligevel er af praktisk interesse. For
eksempel kunne degnvariation i emissionen fra et anlaeg vare si stor
1 forhold til effekten af en overvejet @ndring i produktionen, at
denne effekt vanskeligtlod sig estimere med rimelig pracision p.g.a.
den store naturlige variabilitet. Den store variabilitet kunne ogsa
skyldes fluktuationer i ridvarekvaliteten. Eller, som et andet eksem-
pel, afdunstningen fra en lakeret overflade aftager maske sd meget
i lsbet af terreperioden at en opndet generel sznkning af emis-
sionsmzngden fra overfladen tilsvarende er relativt lille i forhold til
den naturlige variabilitet (her et fald) over tiden.

I sddanne situationer kan man med fordel parre milingerne
(Yo, Y, ;)1=1,2-, n, siledes at hvert par bliver malt under sa homo-
gene betingelser som muligt. For eksempel pd samme tidspunkrt af
degnet, med brug af ens rdvarekvalitet, eller pa samme tidspunkt i
terreforlebet. If. diskussionen om reprasentativitet i afsnit 2.3, skal
ingen bestrzbelser gares for at udligne forskelle parrene imellem,

Differenserne af de parrede malinger dannes nu,

Z,=Y,;-Y,, i=12n . (5.34)

1

Det ses, at den statistiske model for Z; -erne bliver
Z,=06+1 i=1L2,--n , {5.35)

hvor § er den segte effekt af indgrebet, og f, bliver den galdende
statistiske fejl, hvor en betydelig del af e; -ernes (Y;-ernes) naturlige
variabilitet er udbalanceret, vel at mzrke uden at representativi-
teten er sat over styr. Z;-erne opfattes nu som datamaterialet og
analyseres som beskrevet i afsnit 5.1. Den parrede analyse for-
udsetter ikke at Y,; -erne og Y,, -erne har samme varians.

Eksempel 5.2 (c)
Stammer tallene | eksempel 5.1 og 5.2 ovenfor fra en parret forsagsplan,
har man altsd forst ved randomisering udvalgt 27 procesenheder, og mdlt
pd disse modificeret og umodificeret | randomiseret rekkefplge. Maicher
reekkefolgen af de to st af 27 mdlinger findes differenserne: 0, -1, -2, -20,
8,8,8,4,-10,-6,4,0,-3,-2,-14,10,16, 0, 10, -6, -8,1, 1, -14, 1, -8, 6.
Af disse differenser Z, findes Z = -2,111 = § (som for), men &7 =
65,718 = 8,11, som er variansen af differenserne. Storre niveauforskelle
procesenhederne imellem pavirker ikke dette variansestimat, derimod reel-
le forskelle 1 effekten af modifikationen fra enhed vl enhed, plus naturlig-
vis mdleustkkerhed m.v. Man finder, jf. (5.11), 6, = 8,1/\27 = 1,560,
0g et 95 % konfidensinterval for & [-5,319; 1,097] §f. (5.12) med
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= 2,056, Dette interval er sncevrere end for, men omslutter stadig 0=0,
som sdledes kan accepteres pd miveau o = 5% . De fleste computerpro-
grammer udregner med henblik pd test af netop denne hypotetiske verdi
teststorrelsen T = §fstd(§) = -1,353, som refereret til en t-fordeling med
26 frihedsgrader giver en p-veerdi pd 0,188. D.v.s. at H;:d = O kan
accepteres pd alle signiftkansnivauer o < p = 0,188, specielt a = 5%.

5.3 Forskel mellem én middelverdi og flere alternativer

I mange undersegelser opnds bedst udnyttelse af data, ved at
studere effekierne af flere alternative indgreb over for en falles
reference. Det kan vaere en reekke alternative optimeringsforslag pa
en arbejdende proces, en rekke alternative nye teknologier over for
den nuvzrende teknologi, etc. Den statistiske analyse kan tage
udgangspunkt i modellen

Yoo =t + ey, i=12,,n, ,
(5.36)
Y, = Wt e 1= 12,0,

fork =1,2,-.p,

som blot er en udvidelse af modellen (5.20) i afsnit 5.2. Kommenta-
rerne til (5.20) er fuldgyldige her og skal ikke gentages. Idet u, er den
fzlles referencemiddelverdi, gir den statistiske analyse ud pd at
estimere differenserne

&) = 1y - Uy

&, =1 - 1

) (5.37)
617 il e

og herunder bestemme 6-ernes standardafvigelser og konfidensinter-
valler. Dette kan foretages fuldstendig som beskrevet i afsnit 5.2.

En enkelt, ikke afggrende, modifikation ligger i, at o® kan esti-
meres fra alle data:

p
. 1 A
02 = Eh0-1)+(n1'1)+ - +(np_l) k;ﬂ (nk-l)oi

) SR U
1 -

= : Y -Y. ) . 5.38

ng+n[+"'+ﬂp-p'1 k‘z() igl Y., W] ( )

f-faktoren i konfidensintervallet (5.27) skal nu findes i tabellen over
t-fordelingen ud for et stgrre antal frihedsgrader, nemlig
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n,+n,+-'0,-p-1, normalt en ubetydelig justering af f.

Det eneste principielt nye, der kommer ind i billeder, er det
forhold, at de samme Y, -er benyttes i alle §-estimaterne, Det har —
ikke overraskende - betydning for antalsplanlegningen, hvor man i
forhold til det i afsnit 5.2. fundne, ber ¢ge n, pa bekostning af n,,
n, 0,

’ Iantalsplanlzgningen med henblik pa signifikanstest kan ligning
(5.33) fortsat benyttes blot man péd ¢’s plads indseetter Zc, , og i
evrigt benytter atn, = n, , k = 2,3, ,p.

+ = [()(gkf(}]2 s, k= 1,2,+,p. (5.39)

1 1
n, n,

Er prisen for en Y, -miling, faktoren ¢, gange si hgj som en Y-
méling, opfyldes (5 39) mest gkonemisk ved at valge
P 2
¢
1+ [ kzl k ]

t

n, = nol[kgl <, ] :

lo/o, ],

(5.40}

Onskes for eksempel, som i afsnit 5.2, at o, = 0,1 og ¢, = 1,k =
i, P med p = 4 og o pd forhind skgnnet lig 0,2;da bliver n, =
(l+42)(0 2/0,1 =120gn, = 12/(4)? = 6 ,k = 1,2,3,4. Er derimod

= 4,fork=1,2,3,4, bliver det mest gakonomlske valg at sette n, =
20 ogn = 5.

Iantalsplanlzgningen med henblik pé signifikanstest kan ligning
(5.33) fortsat benyttes blot man pa c’s plads inds®tter £c, , og 1
ovrigt benytter atn, = n, , k = 2,3;- ,p.

Hvis man for eksempel regner med omstendighederne fra afsnit
5.2(1-f = 80%,a =5%,0=0,2,8,= 0,3)medc, = 1,k = 1,---,p
ogp=4,findermann, = (1 + 413,49 = 10,5 og n, = 10,5/41 =
5,25. Er derimod ¢, = 4,k = 1,2,3,4, findes n, = (1+16)3,49 =
17,5 og n, = 4,4. Disse antal ma rundes passende, og mileprogram-
met ma bygge pa en randomiseret afvikling af milingerne. Specielt
mi milingerne fra hver af de alternative omstendigheder ikke syste-
matisk klumpes i grupper, men blandes mellem hinanden og mellem
referencemdlingerne Y.

Eksempel 5.3

Iforlengelse af eksemplerne 5.1 og 5. 2 forestiller vi os at 3 alternative
modiftkationer er enskel undersegt over for wmodificerede produktionsen-
heder.

Er preecisionskravene som 1 5.2, d.v.s. at man forsigtigt vurderer at ¢
neppe er stgrre end ca. 11 og man onsker o, < 3, kan disse krav
tilfredsstilles som ovenfor med ny = n, = n, = n; = 27,

Imidlertid er det mere pkonomisk at udnytte (5.40) og medc, =c,= &
=1 finden, = (1+(3)5)(11/37 = 36,73 = 370gn,=n,=n,=37/(3)"
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= 21,36 = 22, Det 1otale antal malinger bliver herved reduceret fra 4 %
27 = 108 ul 37 + 3 x 22 = 103 med samme preecision tl fplge. En sd lille
reduktion kan vurderes ret higegyldig andre forhold taget 1 betragming,
herunder administration af mdaleprogrammets gennemforelse. I det konkre-
te ulfelde forestiller vi s, at man af sddanne hensyn har valgin,=n, = n,
= n, = 27 og funder (\, = 74,259; 6} = 76,353 ; (i, = 74,148;6] =
65,202;0, = 71,391;6% = 103,239%;0, = 75,874;6¢ = 78,781.

Et samlet variansestimat findes af (5.38) som 6° = (65 + 62 + &% +
614 = 80,894 = 8,99 dan,=n,=n,=n,

Modifikationseffekterne estimeres til §, = a, -, = -2,111; 62 =
i, = -2,868;08 &, = 00, = 1,615. Alle tre estimater har samme
estimerede standardafvigelse, std(§) = 2,447 ,f.(5.26). Til 95% konfi-
denstntervaller for &,, &, 0g 8, benvites ¢ (5.27) med f = 1,984. Dette er en
lidt mindre verdi end 1 ehsemplet 5.2{a) ovenfor, da o er estimeret pd
grundlag af flere data (med 4 X (27-1)= 104 frikedsgrader mod for 2 X
(27-1) = 52 frihedsgrader). 95% konfidensintervallerne for 8,, &, 08 8 er
henholdsvis [-6,966; 2,744}, {-7,723;1,987] og [-3,240;6,470].

Alle tre mrervaller omslutter verdien & = (), hovorfor ingen af de
undersogte modifikationer har vist sig signifikante pd o = 5% niveauet.

Det bemeprkes, at konfidensintervailer for b, er lidr bredere her end
ovenfori eksempel 5.2(a). Den wendrede leengde skvides to ting, dels er f-
faktoren endret, dels er G, reestimeret. f-faktoren mindskes ndr varians-
estimatet baseres pd flere data og herved bliver sikrere. Variansestimatets
egen verdi kan gd 1 begge retninger som fplge af storre datagrundlag. 1
nervarende ehsempel pges variansestimatet mere end endringen i f-fakto-
ren kunne opheve.

Swvarende til eksempel 5.2(c) kunne man ogsd her have valgt at udfpre
mdleprogrammet sdledes, at hver produktionsenhed blev underkastet alle
tre alternative modifikationer, og at hver enhed sdledes gav anledning il
Sfrre malinger inklusive en wnodificeret mdling. De fire malinger mdte for
hoer produktionsenhed udfpres 1 randomiseret orden, og den stauistiske
analyse herefter foregd som parrede analyser efter samme menster som
gennemgdet | eksempel 5.2(c).

5.4 Forskel mellem flere sideordnede middelvaerdier

I nogle undersggelser er man i en situation, som den i afsnit 5.3
omtalte, bortset fra at alle betragtede middelvaerdier er niveauer for
pé forhind sideordnede alternativer. Der er ingen standardproces
eller sedvanlig teknologi hvoroverfor indgreb og ndringer skal
vurderes, alle muligheder indgir pd lige fod.

I denne situation kan den statistiske analyse tage udgangspunkt i
modellen

Y, = W + ¢ 1= 1,2,-,m (5.41)

meget lig (5.36), eller i den dermed =kvivalente model
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Yk,i =Su+ao e, (5.42)

hvor index er som ovenfor. |l er en generel middelvzrdi, o, er det
K’te alternativs afvigelse fra 1, med begransningen o, = 0 {eller
Ingo,= 0), daellers u er ubestemmelig.

Analyseres i forste omgang ud fra (5.41}, vil de individuelle middel-
vardier estimers og evt. testes over for hypotetiske vardiforslag,
som omtalt i afsnit 5.1. Dog kan estimatet af den statistiske stoj
baseres pA alle data efter retningslinierne i ligning (5.38). Ud fra
hensyn til denne analyse kan antalsplanizgningen foretages som
aftalt i afsnit 5.1.

Man kan opsd veere interesseret i at estimere forskelle mellern de
alternative middelveerdier, og derte kan i giver fald ggres som gen-
nemgdet i afsnit 5.2; antalsplanlegningen kan gennemfgres i over-
ensstemmelse hermed. Brug af test for forskelle mellem middelvar-
dier, d.v.s. test om differenserne &-erne er nul, bliver imidlertid nu
noget dubigs. Problemet er, at selv i situationer, hvor ingen reel
forskel eksisterer mellem middelverdierne, vil der p.g.a. den statisti-
ske stgj forekomme d-estimater af varierende stgrrelse. Udvaelges nu
blandt de mange muligheder den stgrste, vil den vise stgrre signifi-
kans end berettiget, netop fordi den er specielt udvalgt blandt man-
ge. I statistikken betegnes dette feenomen selektion. ¥nsker man at
foretage alle parvise sammenligninger ma man benytte de statistiske
teknikker, som gir under navnet »multiple comparisonc, se f.eks.
Hichs (1964) eller Box er al. (1978).

En anden fremgangsmide bestir i ferst at teste statistisk, om alle
p u,-ere set under ét, er signifikant forskellige efter data at dgmme.
Nulhypotesen H; : p, = i, = -** = u_kan testes ved brug af en ensidet
variansanalyse. (Brugen her af ordet »ensidet« har ingen forbindelse
med brugen af samme ord i forbindelse »ensidet test«.) Er p -erne
signifikant forskellige, kan man estimere deres verdier individuelt
eller estimere serligt interessante differenser, som navnt ovenfor.
Man kan undlade videre analyse, hvis der ikke er signifikant forskel,
og hvis man tager dette som udtryk for, at p -erne bgr antages ens.
Men jf. diskussionen i afsnit 4.1, betyder manglende signifikans
ikke, at u, -erne er statistisk bevist ens. En sagkyndig vurdering i den
konkrete underspgelse kan gi ud pa, at forskelle — af helt eller delvis
ukendt sterrelse — ma eksistere, hvorfor man ser bort fra testresulta-
tet, og foretager estimation trods alt. I sa tilfzlde ville det veere
konsistent helt at undlade signifikanstestning.

Testning af H,,: p, = u, = -+ = u, ved variansanalyse udfgres af
standardcomputerprogrammer, idet output i reglen refererer til mo-
delformuleringen (5.42), sd Hy : a) = ¢, = = = «,. Uden at g 1

detaljer foretages en udregning af to middelkvadratsummer: MS, og
MS,_ . MS, giver et variansestimat af den statistiske stgj ¢’ og
udregnes i stil med {5.38), som en gennemsnitlig afvigelseskvadrat-



»Fixed« vs. »randome«

sum inden for (»within«) hver gruppe af malinger. MS, er ogsé en
gennemsnitlig afvigelseskvadratsum, men dannes mellem (bet-
ween«) gruppegennemsnittene, Y, , i’z 7 Y, . MS, indeholder
sdledes to varianskomponenter, nemlig den statistiske staj o2, plus
et bidrag fra forskellene mellem ¢, -erne. Er o -erne ens, estimerer
MS, og MS, begge o2 og deres forhold MS,, / MS, udger en
teststatistik, som efter principperne diskuteretiafsnit 4.1, refereres
til en F-fordeling med frihedsgraderne (p-1) og {(n, +n; +- +m, -p).
En utypisk stor (MS, / MS,, -)veerdi ferer ved denne F-test til
forkastelse af H, o, -erne er altsé signifikant forskellige.

Eksempel 5.4(a)

Vi forestiller os, at tallene i eksempel 5.3 ovenfor stammede fra en
situation, hvor de fire muligheder for procesenhedernes arbeidsmadde pd
forhand er sidestillede. En ensidet variasanalyse vil nu producere folgende
variansanalyseskema, med de 1 computer-output typisk forekommende
engelske betegnelser:

SOURCE SS DF MS F
BETWEEN 336,44 3 112,148 1,386
WITHIN 8412,95 104 80,894

ADJ. TOTAL 8749,39 107

MS-verdien 1 WITHIN-linien er MS , og estimerer o° (samme verdi
som 1 eksempel 5.3). MS-verdien i BETWEEN-linien er MS, som er
udregnet pd grundlag af forskellene mellem de fire (i-er. Tallet under F er
MS,IMS, og givet H -hypotsen, at der ikke er reel forskel pd procesenhe-
derne 1 de fire modifikationer, skulle dette tal stamme fra en F-fordeling
med frihedsgraderne 3 og 104. Den hertil svarende p-verdi er udregnet til
0,2512, d.v.s. at hypotesen kan accepteres ved signifikanstest pd niveau o.
< 0,2512, herunder pd niveau o. = 5%. Der er altsd tkke signifikant
forskel pd de fre modifikationer af procesenhederne. En falles middelver-
di w, estimeres som gennemsnittet af alle observationer il i = 73,418 og
kan statistisk belyses som omialt i afsnit 5.1. Skulle man trods alt tro pd, at
der md vere forskel pd de fire modifikationer, kan deres individuelle
middelverdier estimeres separat, og belyses statistisk som omtalt i afsnir
5.1

Denne ensidede variansanalyse har i sammenhzng med
nerverende udredning flere anvendelser. I forlengelse af diskus-
sionen om »fixed« versus »randome effekt 1 afsnit 2.3 om repraesen-
rativitet, ses det, at i modelformen (5.42) kan o, -erne opfattes som
udtryk for disse effekter. Ovennzvnte F-test kan om ensket benyt-
tes til signifikanstest af savel »fixed« som srandome« effekter. I ifixed«
effekt tilfzldet folger det direkte af ovenstiende forklaring. For
srandome effekt tilfeldet =ndres fortolkningen, men ikke testens
beregning. 1 dette tilfelde opfattes ¢y -erne som bidrag til den
naturlige variabilitet i stil med udtrykkene (5.6) og (5.8) og denne
naturlige variabilitet kan nu estimeres. Dette foregir enkelt hvis
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n,=n,=- =n, =nellersikke. Kaldes o, -eme varians ¢’ (¢), estime-
rer MS, nemlig no%(a) + 6 séledes at

ooy = (MS, - MS)/n . (5.43)

Det ses specielt, at denne type variansanalyse ved hensigtsmassig
forsggsplanlegning kan estimere den naturlige varians og malevari-
ansen, som diskuteret i afsnit 5.1. I eksemplet der, hvor 3 mélinger
tenktes foretaget pd hvert miletidspunkr, bliver i nervarende nota-
tion n = 3 og p lig amtallet af miletidspunkter (dér kaldt n).

Nirn, =n,=-= n, = 2, vilusikkerheden i estimationen af o*(«t)
primert afhenge af antallet af grupper, p. Settes f.eks. p til omkring
10, vil &(«x) vaere behzfiet med en usikkerhed af stgrrelsesordenen
30% (approksimativ standardafvigelse pd ¢(«)). Antalsplanlegning
med henblik pd variansanalysens F-test og varianskomponentestima-
tion, kan udfgres ud fra tabeller i Beyer (1968) og Owen (1962); men
skal ikke omtales her.

Stgrre hierarkier af varianskomponenter med tilhgrende »nestet«
variansanalyse er bl.a. omtalt i Box er al. (1978) og Hicks (1964).
Eksempler pa udnyttelse af variansanalyser i forureningssammen-
hzng findes 1 Pallesen (1987).

Eksempel 5.4(b)

Vi forestiller os, at man af hensyn til forbedret preecision i den eksperimen-
telle undersggelse har foretager 3 mdlinger pd hver af de 4 x 27 = 108
procesenheder. Det il sige, at der er foretagetialt 3 ¥ 108 = 324 mdlinger,
som kan belyse maleusikkerhed, nawrlig variabilitet mellem procesenhe-
der (med samme modiftkation) og forskel mellem modifikationer. Det ville
veere forkert at opfatie de 81 mdlinger pr. modifikation som sideordnede da
de tkke stammer fra 81 men kun 27 procesenheder; den statistiske analyse i
eksempel 5.4(a) kan derfor ikke anvendes. Derimod kan man i computer-
programmer specificere mdleprogrammets »nestede« eller »hierarkiske«
karakter og fd folgende variansanalyseskema:

SOURCE SS DF MS

BETWEEN MAIN GROUPS  1009,32 3 336,44
BETWEEN SUBGROUPS
WITHIN MAIN GROUPS 2023885 104 242,68

WITHIN SUBGROUPS 1377,17 216 6,375

TOTAL 27625,34 323

MS-verdien t linien WITHIN SUBGROUPS estimerer mdleusikker-
heden, som er fundet ud fra 3 gentagelser for hver produktionsenhed.
Denne madleusikkerhed er estimeret til Var(e{m)) = 6,376 = 2,52; altsé en
standardafuviglse pd ca. 2,5 . MS-veerdien i linien BETWEEN SUB-
GROUPS WITHIN MAIN GROUPS estimerer mdlevariansen plus
et evt. bidrag fra den naturlige variation mellem produktionsenheder; mere
specifikt estimeres Var(e{m)) + 3 Var(e(n)), hvor tretallet stammer fra



antallet af gentagelser for hver produktionsenhed. Under en nulhypotese
om at produktionsenhederne er ens, sd al statistisk varians skyldes maleu-
sikkerhed, vil broken MS, IMS, = 242,68/6,376 = 38,06 stamme fra
en F-fordeling med 104 og 216 frihedsgrader. Til verdien 38,06 for denne
F-statistik vil et computeroutput angive en p-verdi pd 0,00000 , alisd md
nulhypotesen forkastes pd alle signifikansniveauer stprre end i hvert tilfel-
de o = 0,00001, specielt pd niveau & = 5% og a = 1%. Der er altsd en
berydelig naturlig veriation mellem produktionsenheder. Denne variation

kan estimeres som Var(e(n)) = (243,68-6,376)/3 = 79,10 = 8,89, alisd
berydeligt stprre end mdlevariansen Var(e(m)) = 6,376 = 2,5°. Jf.

diskussionen i afsnit 5.1 er den statistiske fejl summen af disse to bidrag.

Var den naturlige variation nul, kunne man ngjes med ar mdle gentagne
gange pd samme produktionsenhed for hver modifikation. Her hvor den
naturlige variation er stor, giver gentagne mdlinger pd samme enhed kun
ringe forbedring t total preecision, og mdleusikkerheden, som estimeres fra
disse gentagelser, giver intet billede af den virkelige statistiske usikkerhed,

o’. Tages énmdling pr. produktionsenhed bltver & = Var(e,) + Var(e,) =
79,10 + 6,376 = 85,48 = 9,247, altsd en standardafvigelse pd ca. 9,24.

Tages 3 mdlinger pd hver produkiionsenhed, og benyttes gennemsnitiet af
disse data 11l belysming af modifikationsforskellene, bliver den statistiske
usikkerhed pd disse data &° = Var(e,) + (1/3)Var(e, ) = 79,10 + 6,376/3
= 81,225 = 9,0, altsé en standardafvigelse pd ca. 9,01 . Selv e
ubegrenset antal gentagne mdlinger pd samme produktionsenhed, kan
ikke reducere o* ned under Var(e ) = 79,10 = 8,89%.

I det betragtede eksempel, hvor der er foretaget 3 gentageiser, vurderes
signifikansen af eventuelle forskelle mellem de 4 modifikationer ved at
betragte F-statistikken MS_IMS,, = 336,44/242,68 = 1,386 og referere
denne stprrelse til en F-fordeling med 3 og 104 frikedsgrader. Hertil svarer
en p-vaerdi pd 0,2512, d.v.s. at en nulhypotese om ingen reel forskel pd de
fire modifikationer, kan accepteres pd alle signifikansniveauer o <
0,2512, herunder pd niveau o = 5%. Det bemarkes, at nerverende
statistiske analyse af modifikationsforskelle hvor alle 324 observationer
det beskrevne mdleprogram benyiies, giver ngjagtigt samme resultat som
analysen i eksempel 5.4(a) hvor 108 observationer indgik. Som beskrevet 1
neroerende eksempel var de 108 observationer netop gennemsnit af 3
gentagelser, altsd fra samme rddata. Havde man derimod fejlagtigt opfai-
tet de 3 X 27 observationer for hver modifikation som 81 parallelle
madlinger for hver modifikation og udfgrt beregningerne som 1 eksempel
5.4(a), var analysen gdet galt. Sdledes specificeret ville et computerpro-
gram have fundet MS, = (25238,85 + 1377,17)/ (104 + 216) = 83,175;
og F-statistikken MS, I MS = 4,045 ville refereret ul en F-fordeling med
3 og 320 frikedsgrader give en p-veerdi pd 0,00763. Man ville altsd have
draget den helt misledende konklusion, at der var sterkt signiftkant forskel
pd modifikationerne (o = 1%).

5.5 Korrelation

Mange undersogelser tager sigte pd at etablere hvorvidt, der er
sammenheng mellem visse mélevariable og, hvis en sammenhang
eksisterer, beskrive og udnytte den kvantitativt.
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Det kan tznkes at visse procesomstendigheder, kontrollerbare
eller ikke-kontrollerbare, pavirker en koncentration af et giftigt rest-
stof i processpildevandet, eller emissionen af luftforurenende flygtige
forbindelser eller andet.

I sidanne situationer tales ofte i en lgs forstand om korrelation
mellem to varibale, X og Y. I statistisk dataanalyse betyder ordet
korrelation det samme som korrelationskoefficient, og har en be-
stemt definition. For et antal observationspar defineres den observe-
rede eller empiriske korrelationskoefficient som

XX (YY)
! (5.44)

Tyy =

SXXy S(Y-Tn)!
1 1

Ved den teoretiske eller sande korrelationskoefficient p,, forstds det
tal, som man ville finde 1 (5.44) hvis antallet af observationer var
ubegrznset. Opfattet som et estimat af denne sande p, skrives ry,
ofte fyy. Bkvivalent med (5.44) kan man derfor skrive

O (5.45)
p XY T 6)( 6; 3 *
hvor 6y og 6 er de estimerede standardafvigelser af henholdsvis X -
erne og Y -erne udregnet som i (5.10), og kovariansen, Covar (X,Y)
= 0%y, udregnet som

% = o 2 XD XD (5.46)

Kovariansen er et mal for hvor meget de to variable kovarierer eller
samvarierer. Det ses ud af udtrykket (5.46), at hvis der til en X.-veerdi
sterre end X hgrer en Y -veerdi stgrre end Y, giver dette et positivt
bidrag til kovariansen; det samme er tilfzldet med sammenhgrende
(X,,Y}), som er mindre end (X,Y). Omvendt hvis afvigelserne fra X
og Y gir i modsat retning for henholdsvis X, og Y.

Korrelationen eller korrelationskoefficienten er i realiteten lig
kovariansen, normeret med standardafvigelserne for X og Y. py,
bliver saledes en dimensionsles sterrelse uberert af den benyttede
milieenhed. Det skal bemarkes, at korrelationskoefficienten er
symmetriski X og Y, d.v.s. p., =0, . Videre ses det, at-1<p,, <
1, hvor p, lig +1 eller -1 betyder perfekt korrelation, d.v.s. at X og
Y varierer 1 henholdsvis eksakt fase eller modfase.

Som statistisk model for korrelationsanalysen kan vi opskrive

X =ug +eg;

1= 1,2,-n , (5.47)
Y, =py + ey,

Denne model ligner overfladisk (5.20), men observationerne X ogY,
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eri(5.47) parrede og ey ; o ¢y ; er ikke statistisk uafhzengige, ¢j heller
har de ngdvendigvis samme varians. Korrelationen mellem X og Y
kan ses som korrelationen mellem e, og e,.

Figur 3.8 viser en situation, hvor der er positiv korrelation
mellem X ogY , Pa denne figur er det i virkeligheden log(X) derer
afbildet, sdledes at figuren giver det visuelle indtryk af korrelationen
mellem log(X)og Y . Var plottet udfgrt med X og Y ville ikke blot det
visuelle indtryk ®ndres, men den udregnede r,-verdi er ogsa for-
skellig fra r,, oy . Korrelationen mellem to variable er siledes
ikke invariant over for ikke-linezre transformationer, Almindeligvis
ber man vzlge en transformation af X og Y, siledes at deres
individuelle fordelinger bliver approximativt symmetriske. I for-
hold til korreiationen afrddata, kan denne blive sterre eller mindre,
men vaerdien bliver lettere at fortolke, nir approximativ symmetri
er til stede.

Korrelationsbegrebet er seerligt vigtigt i forbindelse med passivt
(men systematisk) indsamlede data. Som diskuteret i afsnit 2.2 kan
man ved en passivt observeret sammenheng aldrig med sikkerhed
statistisk afgere retningen af drsag og virkning. Dette afspejles vel i
korrelationsbegrebets symmetriske natur, som derfor er et hensigts-
massigt kvantitativt mal for graden af samvanation i samhgrende
milepar, d.v.s. en bivariat fordeling.

Korrelation mellem to variable X og Y er ikke kun naturbestemt.
Den pivirkes dels af den valgte transformation, et valg der altid
foretages om end undertiden ubevidst ved valg af f.eks. maleinstru-
ment (en pH-mAling er f.eks. den negative logaritme til brintion-
koncentrationen).

Desuden athenger korrelationen af mileprogrammets planleg-
ning. Vzlges det f.eks. kun at betragte Y-vaerdier over et mere
begrenset interval end vist i figur 3.8, bliver korrelationen af punk-
terne i det vandrette bind som intervallet definerer som hovedregel
mindre end uden denne begrensning. Dette til trods for at relationer-
ne mellem X og Y ikke @ndres af sorteringen. Korrelationsangivelser
ber normalt ikke omhandle udvalgte delmangder af data, ret vilkérli-
ge og misledende tal kan resultere.

For aktivt indsamlede data, hvor man efter en bestemt forsggs-
plan har varieret f.eks. X og si observeret resulterende Y-er, vil
korrelationen mellem X og Y ikke kun athznge af hvorledes X
pévirker Y , men i hgj grad af hvorledes X varieres. Stort variationsin-
terval for X har tendens til at give hgje numeriske verdier for
korrelatonen, og vice versa. Korrelationsangivelser er derfor i sddan
sammenhzng nzsten meningsigse, og man bar her i stedet opstille en
simnpel lineer model v.h.a. regressionsanalyse, se afsnit 5.6,

Endelig afhanger korrelationen af hvilke naturlige variationskil-
der, der er omfatter af maleplanen, samt af mileusikkerhedens varia-
tionsbidrag. Hvad angir den naturlige variation, ma en observeret
korrelation fortolkes 1 relation til netop de inddragne variationskom-
ponenter, {se evt. sektion 2.3 og 5.1} korrelationen mellem samme
variable kan mere generelt eller mere specielt vere helt anderledes.
Hvis f.eks. korrelationen mellem luftfugtighed og tgrretid 1 en be-
stemt overfladebehandlingsfabrik er fundet, kan korrelationen vere
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stgrre eller mindre, hvis tal fra mange fabrikker analyseres, eller hvis
beregningerne udfertes pa tal fra kun et enkelt produkt i fabrikken.
Hvad angir milefejl, vil disse have en tendens til at slgre den
underliggende sande korrelation mellem de betragtede variable.
Spaltes den statistiske variation e, og e op i deres komponenter,
naturlig variabilitet og maleusikkerhed jf. (5.8), far (5.47) formen

Xi = uyx + ey i(n) + e (m)
(5.48)

Y, = py + ey (n) + eY:i(m)
Uden milefejl overhoveder ville korrelationen mellem X og Y vere
lig korrelationen mellem den naturlige variation i X og Y, altsd
mellem ey(n) og e,(n). Denne underliggende korrelationskoefficient
kaldes oy (max). Det kan vises, at denne korrelation fortyndes af

maleusikkerhed ifglge formlen

Py = Pry(max) RRY! (5.49)

hvor R, og R, er milingernes pélidelighed {»reliability«), defineret
ved

Ro— %
* o oi(n) + oi(m)

R, = O N (5.50)

oi(n) + oi(m)

Navneren i disse udtryk er den samlede statistiske varians i malin-
gerne, jf. (5.9). Hvis den totale varians har en standardafvigelse pi
f.eks. 0,2 og méleusikkerheden har en standardafvigelse pa 0,1 ,
bliver palideligheden {0,22-0,19/(0,2% = 0,75 eller 75%. Gealder
dette tal for bide X- og Y-milinger, bliver pyy = 0.75 X p,,(max).
Det betyder, at selv hvis den underliggende korrelation er perfekt (=
+1)vil man p.g.a. mileusikkerheden i praksis finde en korrelations-
koefficient pa numerisk kun omkring 0,75. Ved sterre dataszt plan-
lagt s& separate estimater af varianskomponenterne er mulig, som
omtalt sidst i afsnit 5.4, vil man dog kunne udregne et estimat af den
underliggende korrelation py{max).

For korrelerede variable kan man opstille en regressionslinie til
prediktion af den ene variabel pa grundlag af den anden. Denne linie
gar altid gennem punktet (X,Y), som er tyngdepunktet for prikkerne
et X-Y diagram; men dens heldning athanger af om den er ment til
et prediktere Y fra X eller X fra Y:

YX)=Y+ byx&EX)
(5.51)
med byy = pyy 'gj )
X



To heldninger

Predikuionsfejl

medens

X(Y) = X + by (Y-T)
(5.52)

s U
= Ix
med byy = Pyy P

X indgir pd samme méide i (5.51) som Y gori(5.52) og vice versa, helt
i pagt med at korrelationsbegrebet er symmetrisk i X og Y.

Men det ses ogsd at by, + (by, )" med mindre py, = £1, hvor
punkterne ligger perfekt pd en ret linie.

Det forhold, at der findes to og ikke én regressionslinie, er ikke en
inkonsistens, men en konsekvens af datapunkternes spredning. Den-
ne kan dels skyldes maleusikkerhed, men derudover ogsd at den
naturlige variabilitet ikke er perfekt korreleret.

Linierne (5.51) og {5.52) giver i deres respekiive retninger pre-
diktioner, som er uden systemartisk fejl. Brug af en felles linie ville
introducere sidan fejl i den ene elier begge retninger. (5.51)0g (5.52)
udregnes al almindelige regressionsprogrammer til regnemaskiner,
men det er altsi ikke ligegyldigt, hvilken variabel man i programmet
gor til den »athzngige« og hvilken til den »uafthzngige«.

Prediktionsfejlene ved at benytte (5.51) og (5.52) har henholdsvis
varianserne

Var Y X, = ¢}(1 - p&,) {(5.53)
og
Var XY, = 0&(1 - piy) . (5.54)

Uden kendskab til den anden variabel vil den bedste prediktion af X|
og Y, vaere henholdsvis X og Y med de tilhgrende prediktionsvarian-
ser o og o%. I begge tilfzelde sker der altsd en variansreduktion ved
udnyttelse af den information som ligger i kendskab til den anden
variabel. Faktoren (1 - pyy) kvantificerer denne information. Form-
lerne (5.53) og (5.54) gxlder kun ndr et si tilstrekkeligt stort antal
(X,Y)-par er indsamlet, at py, Wy,0%, 0 og Pyy kan estimeres
essentielt uden fejl. For passivt observerede variable er det ofte
gkonomisk muligt at opna et sd stort antal, at antagelsen er rimelig. I
denne forbindelse spiller det ogsi en rolle, at prediktionerne ?i(Xi) og
}A()(Yi) kun benyttes for passivt observerede nye prediktorer X, og Y,
henholdsvis. Jf. diskussionen i afsnit 2.3 og slutningen af afsnit 2.2,
kan statistiske analyseresultater baseret pd passivt observerede data
kun benyttes troverdigt 1 fremtidige anvendelsessituationer, der ogsd
er passive. Herunder undgés ogsd meget ekstreme vrdier for pre-
diktorerne, som ville ggre (5.53) og (5.54) til seerligt ringe approxima-
tioner. Er datamaterialet lille, eller voves en ekstrapolerende model-
brug ud over det passivt oplevede, ma afsnit 5.6’s formler benyttes.

Computerprogrammer til korrelationsanalyse, udregner foruden
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punktestimater for py,,i reglen ogsi en p-vardi for hypotesen
Hy:p4y = 0. Inogle tilfalde opgives ogsé konfidensinterval for p,, .

Konfidensintervaller for p, opstilles pa grundlag af en transfor-
mation (Fisher’s transformation) af parameteren o, , . Ferst udregnes
statistikken

1+ ryy

1 - ryy

1

Z (ryy) = 210ge ; (5.55)

som er approximativt normalfordelt med middelverdi Z (p,,) og
variansen 1/(n-3). Et 1-a konfidensinterval for Z (o, ) er

[Z(rgy) - (0-3) ELZl-m; Z(rgy) + (0'3)_% Zial (5.56)

hvor z,_, er tabelvaerdien for 1-a/2 fraktilen af en standard normal-
fordeling. Intervalgrenserne i (5.56) transformeres dernast tilbage
til den originale skala ved at benytte (5.55) inverst, herved fremkom-
mer konfidensintervallet for p . Dette interval fortolkes som disku-
teret i afsnit 4.2,

Test for hvorvidt en observeret korrelation i realiteten blot kan
skyldes tilfeldigheder og ikke har nogen basis i virkeligheden, kan
afggres ved at teste nulhypotesen H, : p,, = 0, jf. afsnit 4.1.

Ved korrelationsanalyse er antalsplanlegning sjeldent s afggren-
de et aspekt som ved underspgelsestyperne omtalt i afsnittene 5.1 til
5.4. Alligevel kan det undertiden vare af interesse at danne sig et
indtryk af hvilken preacision, der kan forventes fra et datamateriale af
given storrelse.

Fra observationsantallet n beregnes den approximative standard-
afvigelse for Z(ry,) som (n-3) !, For en mulig p,,-verdi findes den
tilsvarende Z.(0y,)-vaerdi. Dette tal tillegges og fratrekkes (n-3) !
og disse graenser tilbagetransformeres ved invers brug af (5.55). De
herved fundne verdier giver approximativt plus/minus én standard-
afvigelse omkring den mulige py,-veerdi. Beregningerne kan genta-
ges for andre mulige pyy-veerdier. Standardafvigelserne athznger af
Pyy og er ikke helt lige store i plus- og minusretningen. Dette svarer
til A-situationen i antalsplanlzgning.

B-situationen, hvor antalsplanlzgningen handler om signifikans-
test, vil i gtvet fald sigte pa at forkaste, at den sande korrelation kan
vare nul. Man ensker med sandsynlighed 1-f sikret, at en sand
korrelationskoefficient pi oY, forer til forkasteise af H, : p,, = 0 p4
niveau o . Kravet til n er

n >3+ (2, + 2 EZLO5) (5.57)

Korrelationsanalyse er et storre emne og der kan bl.a. henvises til
Hogg and Graig (1970} vedrerende den bivariate normalfordeling,
til Box et al. vedrerende modelbygning og fortolkning, og i evrigt til
regressionsreferencerne anfort sidst i afsnit 5.6.
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Eksempel 5.5

Fran = 83 sammenhgrende verdier for (X,Y) har man beregnet X =
11,41,Y = 35,14, 0% =1,1368= 1,066°, 8%, = 5,1141 = 2,261 g &%,
= 1,5716. Heraf findes fra (5.45) at p,,, = 0,6518, og af (5.51) og
(5.52) henholdsvis by, = 1,3824 og by, = 0,3073.

Onskes Y predikteret fra kendskab til at den sammenhgrende X, er lig
12, findes Y(X,=12) = 35,14 + 1,3824(12-11,41) = 35,9556 . Qnskes
omvendt X estimeret fra kendskab 1l Y, = 36,5 findes X (Y, = 36,5) =
11,41+ 0,3073(36,5-35,14) = 11,8279. At en Y-veerdi pd 36,5gavX‘-
= 11,8279 < 12 nl trods for ai korrelationen mellem X og Y er Rlart
positiv, skyldes at der er tale om 1o forskellige regressionsiinier 1 de to
prediktionsretninger.

Fra (5.53) og (5.54) findes henholdsvis Var(Y|X) = §,1141(1 -
0,6518) = 2,9414 = 1,715 og Var(X|Y,) = 1,1368(1 - 0,6518) =
0,6538 = 0,8086°. Fra Z{r,, = 0,6518) = 0,7784 med standard
afvigelsen (83-37 % = 0,1118, kan e1 95% konfidensinterval for Z( Oyl
findes som [0,7784 - f x 01118 ; 0,7784 + f x 0,11i8] =
[0,5593,0,9976] med f = =, _,, = 1,960. Disse Z-intervalgrenser trans-
formeres ved invers brug af (5.55) ulbage tl r-intervalgrenser-
nef0,5075;0,7606], som sdledes er er approximativt 95% konfidens-
interval for Py, Intervallet omslutter ikke py, = 0, denne hypotese
forkastes derfor pd miveau « = 5% . De fleste computerprogrammer vil
producere en p-veerdi for hypotesen py, = 0, her p <0,00001, (ofte i
computeroutput angivet p = 0,00000), sd korrelationen er sterkt signifi-
kant.

5.6 Regression

Det er ¢t meget hyppigt forméil med en undersggelse at etablere en
modelsammenheng mellem en styrbar variabel og en anden. Man
kunne vere interesseret i at finde sammenhzngen mellem dannet
spildprodukt i en kemisk reaktion som funktion af temperatur,
mellem opholdstid i en sedimentationstank og det udledte spilde-
vands indhold af forurenede partikler, mellem luftoverskud i en
forbrendingsproces og emission af giftige forbindelser, etc.

Den statistiske analyse kan tage udgangspunkt i den simple
linezre model

Y =B+ BX + ¢ ) i=12,-n . (5.58)

med e;-erne natha&ngigt normalfordelt med middelverdi 0 og varians
o?. Denne type model er s&rligt velegnet i situationer, hvor der er
foretager en akriv forsggsplanlzgning vedrgrende omstzndigheden
X, i de n forsgg.

Den aktive planlegning i kombinationen med passende randomi-
sering sikrer, som omtalt i afsnit 2.2 og 2.3, at demonstrationen af en
signifikant statistisk sammenh®ng kan tolkes som en kausal virk-
ning af X pd Y.

For modellen (5.58) firtes, d.v.s. parametrene estimeres, mi et
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X-Y-plot tegnes for at se, om der er mening 1 den patenkie regres-
sionslinie. Undertiden kan regressionen ggres mere fornuftig ved
transformation af Y, -erne primeert med henblik pé stabilisering af
variansen, siledes at punktspredningen omkring regressionslinien
er ca. ens overalt. Plot af residualer mod X, -erne kan her vare
afslerende.

Transformation af X, udfgres med henblik pé at linearisere sam-
menh#zng mellem X og Y. Findes f.eks. at et plot af Y mod X! er
klart mere linezrt end et af Y mod X, opfattes de reciproktransfor-
merede X-er blot som X-data. Eller skrevet pi anden méide, modellen

Y, =, + BXD + ¢ (5.539)

er i statistisk forstand en linezr model, i og med at hgjresiden er
lineer 1 B-parametrene. {5.59) omfattes derfor af regressionsanaly-
sen.

Parametrene f§, og [, estimeres i computerprogrammer ved

b = B: = Pxy 6,/6y
) ) (5.60)
b, = Bo =Y - BIX

hvor g, er defineret i (5.45), og 6, og &, er de estimerede standard-
afvigelser, udregnet som i (5.10). Det bemzarkes, at {5.60) er identisk
med regressionslinien (5.51) selvom dataomstzndighederne og
fortolkningen er forskellig.

De szdvanlige computerprogrammer giver et estimat af varian-
sen pa den statistiske fejl o2, giver estimerede standardafvigelser pd
b, og b,, samt fortzller om deres vardi er signifikant forskellig fra
nul. Normait vil man i farste omgang hefte sig ved haldningen. Er
den ikke signifikant forskellig fra nul, kan det altsi ikke fra data
afvises, at forbindelsen fra X til Y slet tkke eksisterer.

Af hensyn til forsggsplanlegningen er det vigtigt at notere sig
udtrykket for variansen pa hzldningsestimatet:

Var() = 0% (X, - X . (5.61)

Heraf ses, at ikke blot antallet af observationer, men ogsd deres
placering er af betydning for b,’s pracision, Jo stgrre spredning des
sigrre przcision. P4 den anden side er der ogsd grenser for hver
ckstremt X.-erne bgr legges; langt uden for omridet af prakrisk
interesse kan vere meningslgst. Dette skyldes, at den linezre model i
praksis ma ses som en approksimation — en Taylor ekspansion om
man Vil — 11l en mere kompliceret men ukendt virkelig sammehzng;
og den linere approksimation bliver gradvis dérligere, jo mere man
straekker gyldighedsomridet. Inden for X -omridet af interesse bor
man heller ikke lgge alle mélinger i intervalendepunkterne, da en
afvigelse fra linearitet s& ikke kan afsigres. En mere jzevn fordeling er
generelt at foretraekke,

Antalsplanleegning med henblik pa estimation af heldningen
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(situation A) sker i samspil med punktplaceringen. For at opnd en
standard-afvigelse pd f, mindre end csgl kraves ifglge (5.61) at

.El (XX > (olap ). (5.62)
1:

Det samme ggr sig gzldende i antalsplanlegningen, med henblik pi
hypotesetestning {(situation B). {Inskes med sandsynlighed 1-f at
hypotesen H:ff,=[? afvises pa niveau «, hvis den sande vardi for f3;
er By, mi

n _ . 2
121 (Xi_x)z > (Zl’ﬁ +2-1_0_,12)2 [B?—_B:] 2 (5 .63)

hvor z-erne er de fraktiler i standardnormalfordelingen, som er
angivet ved indexeringen.

Ved prediktion af ny Y-verdi for en given gerne udvalgt X-ver-
di X, benyttes

Y(X,) = b, + bX,,. (5.64)

Dette estimat er uden systematisk fejl, men beheftet med den sto-
kastiske usikkerhed som skyldes at regressionslinien (5.64) er fastlagt
fra et begrenset datamateriale.

Var ¥(X,) = UZ[Ill+ (xny-X)Z/El(x,-X)z . (5.65)
1=

Det fremgir af (5.65) at usikkerheden er mindst i midten omkring
X, og vokser kvadratisk med X,,’s afstand herfra.

Foretages en ny miling Y, under betingelsen X, vil denne jf.
(5.58) vaere behaftet med en statistisk fejl e,, med varians o’. Det

betyder at Y,’s varians omkring Y er

Var Y, |X,, = o + Var ¥(X) = (5.66)
2+ b X, - R E (XRY
¢ n " e AR

hvor o? estimeres ved
& = 64(1 - 1iy), (5.67)

svarende til (5.53), som alts er den nedre grense for prediktionsvari-
ansen.

Regressionsanalyse er et stort og veludviklet fagomrade, med et
veeld af god litteratur, f.eks. Draper & Smith (1981), Neter et al.
{1983) og Brook & Arnold (1985).
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Eksempel 5.6

Vi forestiller os et planlagt forseg gennemfort hvor X, er manipuleret pad
planlagt vis og de nlsvarende Y ~verdier er malt. Vi forestiller os n = 83
observazzonerspar og 1 ovnigl samme talveerdier som i eksempel 5.5, (spe-
cielt er £(X-X)" = (83-1)8° = 93,22).

Regressionslinien bliver Y(X) = B, + P X, med B, = 1,3824 og B,
= 35,14 - 1,3824 x 11,41 = 19,3668 identisk med prediktionslinien for
Y fra X i cksempel 5.5. Specielt bliver Y(12) = 35,9556. En ny
Y-observation ved X=12 vil ifplge (5.66) have en varians omRring sin
middelverdi pd Var(Y,, [(X=12)=0oX1+ 1/83+(12-11 41)/93 22)=
o’ (1,0158)=5 1141(1 0,6518%) 1,0158 = 2,9414 % 1,0158 = 2,9878
= 1,73

Heldningens ustkkerhed estimeres fra (5.61) ul Varf p
2,9414/93,22 = 0,03155, hvoraf et 100(1-0.)% konfidensinterval for 3,
udregnes som [1,3824 - 2, ,, X 0,03155,1,3824 + z,,, X 0,03155] =
[1,3206,1,4442], hvor o er sat lig 5%, huilket giver z,,. = 1,960.

De fleste computerprogrammer il producere en t-statisik for hypote-
sen B, = 0;p-vardien bliver 1 dette tilfelde praktisk tager lig nul (p <
0,00001), d.v.s. heldmngen er sterkt signifikant.

5.7 Generaliseringer

Metoderne omtalt i afsnittene 5.1 til 5.6 har en rzkke generaliserin-
ger af stor anvendelighed i dataplanlzgning og -analyse. De kan
omfattes af den generelle line®re model i flere variable:

Y =8, +B, X +Bzxi,z +o +BkXi,k+ & - (5.68)

X-erne kan vare forskellige omstendigheder hvis indflydelse pd Y
gnskes belyst. Forsggsplanen md nu indrettes si effekten af disse
influerende omstendigheder, ogsi kaldet faktorer, kan estimeres
med bedst mulig praecision. Generelt er det ugkonomisk at under-
sgge én faktor ad gangen; og faktorforségsplaner findes, som angiver
hvorledes flere variable med passende systematisk manipulation kan
belyses i et enkelt evt. sekventielt opbygget forsggsprogram. Meto-
der til planlzgning og udfgrelse af faktorforseg er velbeskrevet i Box
et al. (1978) og Broandum & Monrad (1979 og 1986).

Modelformen (5.68) omfatter ogsa situationer hvor Y,’s athengig-
hed af en eller flere variable er ulinexr, f.eks. kvadratisk. Maske
kunne udbyttet Y af en proces afhenge af pH og temperatur pi
approximativt kvadratisk vis:

Yi = l?’o + [51(pH) + Bz (temp) + 63(DH)2 +B, (temp)?
(5.69)

+ Bs(pH){temp) + ¢,

Det ses, at (5.69) er en speciel version af (5.68) med k = 5,X,=
(pH),X, = (temp),X, = (pH)’, X, = (temp)’ og X; = (pH)
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(termp). Statistiske metoder til forsggsplanleegning og -analyse med
henblik pd beskrivelse og optimering af procesvariable (Y), be-
tegnes i faglitteraturen som response surface metoder. Disse me-
toder findes velbeskrevet 1 Myers (1971) og Box & Draper (1987).
Specielt med henblik pa procesoptimering i et arbejdende anlag
giver Box & Draper (1969) nyttige anvisninger.

En anden specialversion af (5.68) er den polynomiale regressions-
model:

Y, =By + BZ, + B2+ + B+ e (5.70)

Denne modelform kan beskrive en ikke-linezr sammenhng, men
omfattes dog af de statistiske metoder for den generelle linewre
model, da indtrykket (5.70) er lineert i parametrene f3,, 8,,,p, . Den
statistiske analyse af regressionsmodeller er velbeskrevet 1 Brook &
Arnold (1985), Draper & Smith (1981), og Neter et al. (1983).

Der er ogsd statistisk mulighed for at udnyue fordelene af en
parret analyse som omialt 1 afsnit 5.2 1 situationer, hvor flere alterna-
tiver gnskes sammenlignet. Dette kan ske ved at udfere et balanceret
blokforsgg, som analyseres ved hjelp af en tosidet variansanalyse.
Denne og andre mere avancerede metoder er behandlet bl.a. i Hicks
(1964), i Peng (1967), 1 Brgndom & Monrad (1979 & 1986} og 1 Box 2t
al. (1978) Sidstnzvnte er en serligt god generel reference til
forsegsplanlegning. Gutman er al. (1971) giver en mere bred
introduktion til anvendt statistik, og som minilzrebog kan henvises
til Bowen & Weisberg (1980).
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Kuvalitanv dataanalyse

Koantitativ dataanalyse

Estimation

Test

6. Konklusion og resumé

Den hastige industrielle og samfundsmassige udvikling bevirker, at
erhvervelsen af ngdvendig ny viden angiende miljgforurening og ny
teknologi har sveert ved at holde trit med erkendte behov for vejled-
ninger, indgreb, procesoptimering og indfgrelse af bedre teknologi.

Effektiv erhvervelse af information kraver statistisk planlagt
dataindsamling og dataanalyse. Den empiriske lzereproces gir ud pi
fra eksisterende viden at opstille en matematisk model hvis ukendte
konstanter, parametrene, estimeres pi grundiag af data, hvorefter
den siledes tilpassede model testes for acceptabel overensstemmelse
med data. Herefter kan modellen modificeres, reestimeres, gentes-
tes, remodificeres, o.s.v., indtl rimelig overensstemmelse mellem
model og data er opndet. P4 dette grundlag kan nye data planlegges
indsamlet, og den iterative analyse af det egede datamateriale gen-
nemferes, 0.s.v. Den erhvervede viden udtrykkes knapt og over-
skueligt i den tilpassede model, dens form og parameterestimater.

Enhver undersggelse mi redegare for sit datagrundlag, dets ster-
relse og kvalitet. Om data er egne eller andres, planlagte eller tilfzldi-
ge, aktivt eller passivt indsamlede. Kun systematiske planer giver
palidelige data. Akuvt indsamlede data, d.v.s. med bevidst manipu-
lerede omstendigheder, kan understgtte konklusioner vedrarende
effekter af aktiv indgriben, medens passivt indsamlede data kun med
sikkerhed kan belyse en fortsat passiv fremtid. Som hovedregel er
data kun reprzsentative for de bevidst varierede omstendigheder
hvorunder indsamlingen er sket.

En undersagelses gennemferelse ber styres gennem fglgende
trin: a) Formulering af opgavens formél og omfang, dens angrebsvin-
kel, forspgsplan og malemetoder, samr skgnnede usikkerheder p3
resultater. b) Detailplaniegning af underspgelsen efter igangsattel-
sen, herunder vurdering af behov for ekspertbistand. ¢) Gennemfo-
relse af underseggelsen med statuspunkter hvor kursendringer kan
foretages i samarbejde med rekvirenten. d) Statistisk analyse og
afrapportering, hvor undersggelsens faktisk opndede resultater so-
bert prsenteres i en selvforklarende og komplet form.

Den statistiske dataanalyse md bestd af en kvalitativ og en kvanti-
tativ analyse. Den fgrste kan betegnes grafisk dataanalyse, hvor data
afbildes si informationsindholdet formidles pi en klar og tankevek-
kende mide. Ofte er den grafiske dataanalyse en forudsztning for at
den efterfglgende kvantitative dataanalyse bliver sikker og mélrettet,
samt at dens konkiusioner kan biive praesenteret forstieligt.

Den kvantritative dataanalyse bestir hovedsageligt af parametere-
stimation og signifikanstestning. Parameterestimationen er vasent-
lig, da de spgrgsmil og uklarheder underssgelsen skal besvare 1 den
statistiske model udtrykkes som parametre, det vil sige ukendte
konstanter. Ved estimation bestemmes parametrene fra data, inklusi-
ve angivelse af den tilbageverende usikkerhed.

Signifikanstestning handler om kvantitativ vurdering af en fore-
sldet hypoteses plausibilitet set i lyset af data. Beregningerne forbun-
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det med statistisk analyse foretages let ved hjzlp af passende compu-
terprogrammer, resuliaternes fortolkning derimod forbliver data-
analytikerens ansvar.

Valg af passende antal forsgg i en underspgelse ber foretages
bevidst ud fra vurdering af datas forventede statistiske usikkerhed i
sammenhzeng med undersagelsens enskede felsomhed. Denne kan
udtrykkes enten ved pracision af et parameterestimat eller sand-
synlighed for forkastelse af en given ukorrekt hypotese.

Seks undersogelsestyper er belyst: 1) middelvaerdi og varians, 2)
forskelle mellem to middelvardier, 3) forskel mellem én middelvardi
og flere alternativer, 4) forskel mellem flere sideordnede middelver-
dier, 3)korrelation og 6) regression. Mange andre underspgelsestyper
er af betydelig praktisk interesse, disse er bl.a. beskrevet i den
refererede litteratur, men deres effektive udnyttelse kan krave med-
virken af en fagstatistiker.

Der er hermed spgt redegjort for de generelle principper, begre-
ber og retningslinier for dataplanlzgning og dataanalyse, som sunde
unders@gelser ma respektere, specielt i miljgstudier over forurenen-
de, industrielle anleg.



Abstract

Executive summary

Appendix A:

Disposition af rapport over undersggelse.

Der findes en stor speciallitteratur om udfeerdigelse af tekniske
rapporter, bl.a. Cooper (1964), som ogsi giver mange yderligere
referencer. Desuden kan henvises til Bowen & Weisberg (1980)
kapitel 13, og til Ehrenberg (1982) som giver mange gode rad.

I nzrvarende appendix skal gives et konkret forslag til disposi-
tion af en teknisk rapport, samt visse stilistiske hovedregler.

Den endelige udformning af en given rapport vil naturligvis
afhznge af dens indhold og karakter, samt af forfatterens evner og
intentioner som stilist. Nedenstdende rapportdisposition tilsikrer en
vis naturlig orden og klarhed, der ikke si sjzldent savnes i dokumen-
tationen af tekniske undersggelser:

Resumé

Indledning

Metoder

Data

Kvalitativ dataanalyse
Kvantitativ dataanalyse
Diskussion

Konklusion
Appendices
Referenceliste

Denne disposition skal opfattes som et muligt udgangspunkt hvorfra
man kan og ofte bar afvige.

Resumeet, ogsi synonymt kaldet »abstract«, skal vare et meget
kort sammendrag af rapportens indhold og konklusioner. De vigtig-
ste konklusioner skal fremhaves, der mi ikke gemmes »spendende
overraskelser« til selve rapporten. Resumeet bgr normalt vaere si
kort, at det let kan std p en enkelt (A4-) side sammen med rapportti-
tel, forfatter, udgivelsestidspunkt m.v. Resten af rapporten udformes
som om resumeet ikke eksisterede, det vil bl.a. sige, at der ikke md
henvises til resumeet. Omvendt bgr resumeet heller ikke referere til
specifikke afsnit, formler eller sider i rapporten.

Foruden dette helt korte resumé skrives undertiden ogsa et udvi-
det resumé, tit benzvnt »executive summary«, som i meget kort form
gennemgar det vasentlige i hele rapporten med tilstrekkelig detalje-
ring af resultater og konklusioner, si undersggelsens essentielle in-
formationsindheld kan formidles til leseren. Henvisninger til selve
rapporten kan her vare pé sin plads, si lzseren let kan lokalisere de
afsnit i rapporten som gnskes detaljeret og/eller underbygget yderli-
gere. Selve rapporten fra indledning og fremefter md heller ikke
pavirkes af det udvidede resumé; der er intet forkert i at leseren 1
indledningen efter at have lest resumé og udvidet resumé miske for
tredje gang stgder pa samme udtryk, synspunkt eller beskrivelse.
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Indledningen eller introduktionen indeholder beskrivelsen af un-
dersggelsens formil, dens udgangspunkt og angrebsvinkel, samt
normalt et litteraturstudium, d.v.s. en kort gennemgang af tidligere
arbejder inden for omrader med referencer til disses dokumenta-
tion.

Afsnittet »metoder« indeholder teoretiske ogfelier praktiske
varktgjer som er benyttet i undersggelsen, specielt hvor disse afviger
fra tidligere tilsvarende undersegelsers. For ecksempel ny mélestrate-
gi eller nyt mdleudstyr, szrlig statistisk analysemetode, modificeret
teoretisk model for drsags-virkning sammenhzng, eller andet. Meget
lange eller specialiserede beskrivelser bgr dog legges 1 appendix sidst
i rapporten; og 1 afsnittet anfgres sa blot det for kontinuiteten ngd-
vendige plus en henvisning til dette appendix.

I det pifplgende anfprte afsnit »data«, gives foruden en listning af
underspgelsens datamateriale, en detaljeret redegerelse for datas
tilblivelse: forsggsomstendigheder, tider, steder, milemetoder, en-
heder, etc. Er datamaterialet meget omfattende kan hele dette afsnit
eller dele af det legges i appendix. Under alle omstendigheder ber
materialet fremlagges sd detaljeret og komplet, at enhver kan repro-
ducere rapportens udregnede resultater, og det skal helst ogsd mulig-
gare en alternativ analyse, som andre ideer eller en senere udvikling
kunne inspirere til.

Afsnittet skvalitativ dataanalyse« vil indeholde relevanta plot af
data. Denne grafiske analyse kommenteres, vigtige kvalitative aspek-
ter fremhaves, og den pafelgende kvantitative analyse motiveres.
Indebzrer den grafiske analyse et meget stort antal plot, hvoraf kun
nogle er egentlig afslgrende for datas informationsindhold, kan gvri-
ge plot gengives 1 appendix.

Den kvantitative statistiske analyse gennemgis herefter. 83 vidr
muligt bgr man strabe efter en neutral presentation af dataanalysen,
gerne med en vis overflod af resultater. En fyldig dataanalyse giver
mulighed for at alternative synspunkter end forfatterens kan belyses
af den foretagne undersggeise. Dele af en meget omfattende analyse
ber overvejes placeret i appendix.

Herefter fplger det diskuterende afsnit, hvor forfatteren fremfg-
rer de fortolkningsmuligheder, som man under arbejdet er ndet frem
til. Det forklares hvorledes de stemmer overens med andre resultater
eller tdligere formodninger, der afstikkes grenser for rimelige for-
tolkningsmuligheder, og disse s®ttes 1 perspektiv over for forure-
ningsmassige, skonomiske eller andre relevante konsekvenser. Har
en sekventiel forsggsstrategi veret anvendt forklares det, hvorfor
man undervejs foretog de aktuelle valg; og i det hele taget redeggres
for de vurderinger, skgn og beslutninger, som har pavirket undersg-
gelsens konkrete udfgrelse. Ligeledes redeggres kort for de dele af
undersggelsen, hvor arbejdet ikke gav resultater, for spor der blev
forfulgt men opgivet, for ideer der uden succes blev afpravet. Al
dette arbejde kan meget vel reprasentere en overveldende del af hele
undersggelsens indsats, men bgr kun omtales kort i selve rapporten.
Skenner man behov for en fyldigere omtale ma dette ske i sarligt
appendix. Rapporten skal omhandle undersegelsens resultater ikke
vere en logbog over arbejdets forlgb.



Konklustion

Appendices, referencer
og bilag

Brug af appendix

Subjektivitet

Skriveteknik

Herefter folger rapportens konklusion. Den opsummerer un-
dersagelsens resultater herunder fortolkningsmuligheder og mulige
handlingskonsekvenser. Laengere subjektive vurderinger og spekula-
tioner ber henlagges til afsnittet »diskussion«. Endeligberubesvare-
de spprgsmil trzkkes frem, herunder nye probemstillinger som
undersggelsen rejser. Konklusionen ber skrives ret kort, med mindre
man gnsker her at give et resumé af hele undersggelsen. Dette kan
vaere berettiget hvis et »udvidet resumé« ikke findes.

Endelig kommer appendices samt en referenceliste, evt. kom-
menteret. Undertiden knyttes bilag til en rapport; ¢nsker man at
skelne mellem appendices og bilag er de sidste mere perifere. Appen-
dices er fuldgyldige dele af rapporten, medens bilag indeholder
baggrundsmateriale, referencer o.lign.

Om materiale anbringes i appendix eller i selve rapporten er et
spergsmil om at gere denne lzservenlig; materialets vigtighed er
ikke et kriterium. Som hovedregel bgr alt det materiale legges i
appendix, som ikke er n@gdvendigt for rapportens kontinuitet. Her-
under ogsi svert tilgengelige og specialiserede rapportdele, som kan
svaekke opmarksomheden omkring rapportens hovedlinie.

I en konkret undersggelses rapportering vil et eller flere af de
foreslaede afsnit kunne undlades, maske fordi de bliver s sma at
inkorporering i andre fgles mere naturlig. Serlige yderligere afsnit
kan der selvsagt ogsd byde sig anledning til. Undlades afsnittet
sdiskussion«, som klart indeholder forfatterens tanker og vurderin-
ger, md disse, optreedende i andre mere objektive afsnit, entydigt
fremstd som subjektive. Dette kan gores med stor klarhed og give en
fin kompakt stil; men mindre sikre forfatterens forsyndelser pa dette
punkt er almindelige, hvilket skaber forvirring eller ligefrem vildle-
der.

Rapporten skrives kun helt undtagelsesvist 1 leserekkefolgen.
Ofte kan appendix skrives forst, dernzst selve rapporten med indled-
ningen til sidst, og resumé {plus evt. udvidet resumé) til allersidst.
Man mi normalt vere indstillet pa at skrive en rapport igennem
mange gange, herunder slette ogfeller omarrangere razkkefglgen af
lzngere tekstdele. Selv meget rutinerede tekniske skribenter klarer
sig sjzeldent med mindre end 3-4 gennemskrivninger af alle afsnit i
en rapport. Det er ligeledes en almindelig erfaring at hver gen-
nemskrivning giver anledning til at mere materiale/flere resultater/
bedre forstielse bliver inkorporeret pa et fierre antal sider, som sa
oven i kebet bliver mere lettlgengelige.

Mange erfarne tekniske skribenter benytter en skriveteknik,
hvor alle tabeller og figurer udformes fgrst, undertiden blot som
riskitser, disse s@ttes op i et rapportskelet med afsnitsoverskrifter,
underoverskrifter og stikord. Den farste redisponering af rapporten
kan nu ske inden ret megen tekst er skrevet. Herefter indfgjes
tekstafsnittene, i en reekkefalge der ikke ngdvendigvis er lesersekke-
folgen.

Andre forfattere skriver (dikterer) blot lgs, uden ngje tanke for
den endelige disponering af rapporten. Teksten »klippes og klistres«
herefter, skrives igennem igen, o.s.v. Fi strazber efter at frembringe
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et acceptabelt manuskript i farste omgang. Det har vist sig en alt for
hzmmende og tidsforbrugende procedure.

Det kleder tekniske rapporter at stil og sziningsopbygning er
enkel, uden kunstferdige konstruktioner, s@rpraegede ordvalg og
slangagtige vendinger. Fyldeord og gentagelser bgr luges ud med
hérd hind; kun overfladisk kan de bidrage til en flydende stil, de
traetter, sinker og kan irritere leeseren. Stave- og banale regnefejl bar
undgés; de undergraver rapportens troverdighed mere generelt.



Appendix B: Ordforklaring

I dette appendix gives en kort forklaring pa begreber, ord og fagud-
tryk, der har speciel betydning i dataplanlegning og dataanalyse.
De tilsvarende engelske ord er angivetikantet parentes, de optrzder
dels i faglitteratur om emnet, dels benyttes de typisk i standard
COMPUterprogramimer.

Antalsplanlzgning{sizing (of experiment)], planlegning af hvor
mange milinger et mileprogram skal indeholde, s det kan belyse
sin problemstilling tilstrekkeligt konklusivt.

Blok [block], mindre del af et totalt mileprogram. Mileomstzndig-
hederne inden for blokke er mere ens end mellem blokke, d.v.s.
end for mileprogrammet totalt set.

Deduktion [deduction], slutning fra det generelle til det specielle, fra
model til data, fra terori til praksis, omfarter matematiske
rEsonnementer.

Empirisk [empirical], erfaringsmeassigt, d.v.s. pd basis af praktiske
observationer, modsat teoretiske overvejelser.

Estimation [estimation], bestemmelse af parameters vaerdi ud fra
data.

Fejl [error], 1) méileusikkerhed eller narurlig variation som betyder at
gentagne observationer ikke giver helt samme maleveerdi. 2) Fejl
af type I(ID), den fejl der begds ved at forkaste en sand hypotese
(acceptere en falsk hypotese).

Forsggsplan [(experimental) design], plan over den systematiske
variation i omstendighederne hvorunder et maleprogram skal
gennemfgres.

Forventningsvardi [expected value] synonymt med middelvardi.

Gennemsnit [average], summen af et antal méilinger divideret med
deres antal.

Hypotesetest [test of hypothesis], se test.

Induktion [induction], slutning fra det specielle til det generelle, fra
data til model, fra praksis til terori, omfatter statistiske rsonne
menter.

Inferens [inference], lzren om hvorledes man drager statistiske
slutninger; omfatter estimation og hypotesetest.

Konfidens(grad) [(degree of) confidence], kvantitativt madl for tro-
veerdigheden af at en given parameter ligger i et opgivet interval,
konfidensintervallet.

Konfidensinterval [Confidence interval], interval som med given
konfidens(grad) indeholder den sande verdi af en parameter.

Korrelation(skoefficient) [Correlation {coefficient)], kvantitativ
mil for samvariation mellem to variable. Mailet af en dimensi-
onsles sterrelse, d.v.s. det athanger ikke af méleskala.

Middelverdi [mean], teoretisk gennemsnit af alle mdlinger som
kunne tenkes foretaget af en variabel, f.eks. en malestgrrelse,
eller en funkton af en eller flere milestgrrelser.

Model {model], matematisk udtryk der beskriver en sammenhang af
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interesse. Typisk indeholder modellen ukendte, justerbare para-
metre.

Niveau [level],1) Udtryk for den generelle starrelse(sorden) af
malinger, en middelvardi kan benyttes som ma! for niveau. 2)
Ved signifikanstest er niveauet, kaldet o, lig chancen for at begi
fejl af type 1.

Nulhypotese [Null hypothesis], i test en hypotese H,, der fir fordel
af al tvivl,

p-vaerdi [p value], ved signifikanstest er p-vaerdien grensen mellem
de niveauer a, der ville fare til accept, og de der ville fare til
forkastelse af nulhypotesen H,.

Parameter [parameter|, ukendt konstant som indgér i statistisk mo-
del.

Prediktor [predictor], variabel som benyttes til forudsigelse af en
anden variabel, typisk i regressionsmodeller.

Regression [regression], model der knytter sammenhzngen fra en
eller flere prediktorvariable til en variabel afhzngig af disse.
Sandsynlighed [probability], den statistiske betydning af ordet sva-
rer godt til den dagligdags betydning; undertiden dog indsnavret
til situationer, hvor man kan tale om relativ hyppighed af hendel-

ser.

Signifikans [significance], i test tales om signifikant afvigelse fra
nulhypotesen nar denne md forkastes. Et indgreb eller en ®n-
dring er signifikant eller viser signifikans, nir en hypotese om
ingen effekt forkastes ved test. Signifikansens niveau er lig det
niveau, hvorpd testen bliver udfgrt.

Signifikanstest [significance test], synonymt med test.

Spredning [spread], bruges normalt synonymt med standard-
afvigelse.

Standardafvigelse [standard deviation] kvadratroden af variansen.

Standardfejl [standard error], kan benyttes synonymt med standard-
afvigelse.

Statistik [1) statistics; 2)statistic], 1) leeren om planlegning og
fortoikning af fejlbeheftede darta; 2) sterrelse udregnet pa grund-
lag af data, normalt for at kondensere datas informationsind-
hold. F.eks. er et gennemsnit Y en statistik.

Stokastisk [stochastic], varierende uforudsigeligt efter en kendt eller
ukendt fordelingslov.

Stdj [noise], synonymt med fejl, forklaring 1).

Test [test], statistisk teknik hvorved plausibiliteten af en nulhypote-
se afprgvesilyset af data. Se ogsd nulhypotese, niveau og p-vaerdi.

Transformation [transformation), ndring af milingers talvardier
ifglge en regneforskrift, med henblik p4 anvendelse af de trans-
formerede veerdier i den statistiske analyse. Regneforskriften kan
f.eks. vere logaritmen eller reciprokverdien.

Type I(IT) fejl [type I(IT} error], se fejl, forklaring 2).

Uafhaengig [independent], 1} uafhengig variabel, er synonymt
med prediktor; 2) (statistisk) uathengig betyder at den statis-
tiske fejl, hvormed to eller flere variable er behzfiede, intet har
med hinanden at gere, at de ikke har nogen felles komponent.



Varians [variance], kvantitativt mal for variationen af stokastiske
variable, f.eks. milinger eller statistikker. Variansen er den for-
ventede vaerdi af variablens kvadrerede afvigelse fra sin middel-
veerdi.
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